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Vorbemerkungen zum Einsatz des Buches

I. Grundkurse II. Leistungskurse
1) einsemestrig 2) zweisemestrig 1) einsemestrig 2) zweisemestrig *)
§1/2 | §1/2 §1/2 §1/2
§3 §3 §3 §3
§4 §4 §4 §4
§5 §5 §5 §5
_ = §6/7
§6/7 I— §8/9 §6/7| |§8/9| | §8 §6/7 §8/9 §8 §8/9
§8/9 §10 §9 §8/9 §10 §9 §10/11
1a 1b §13 | | §11 §12 §13/14 §11 §12 §12
2a. | 2B | | 2¢ 3a 3b 3c | §13/14

An vier Stellen des Buches (jeweils am Ende von § 5, §9, § 11 und § 12) sind Abschnitte
mit ,jiibergreifenden Aufgaben* eingefiigt. Diese Aufgaben sind durchweg von komplexerem
Inhalt und koénnen zur Vorbereitung von Klausuren und auch der Abiturpriifung genutzt
werden.

Erlduterungen

Grundstock aller im obigen Diagramm vorgeschlagenen Lehrgénge ist der Inhalt von § 1 —§ 5
(Vektoren, ihre Verkniipfungen, der Begriff der linearen Abhédngigkeit und die Parameterdar-
stellung von Geraden und Ebenen).

Dieser Grundstock wird ergidnzt im Kurs

1a) durch die einfiihrende Behandlung linearer Gleichungssysteme ;

1b) durch die Behandlung des Skalarprodukts und seiner Anwendungen ;

2a) durch das Skalarprodukt, seine Anwendungen und lineare Gleichungssysteme;
2b) durch das Skalarprodukt und das Vektorprodukt mit ihren Anwendungen;

2¢) durch das Skalarprodukt mit seinen Anwendungen und durch Kreis und Kugel.

Die Gegenstdnde der Kurse 2a, b und c sind auch Grundlage fiir die Leistungskurse 3a,
b und c. Doch wird man hier stirker von den Moglichkeiten der Vertiefung und Erginzung
Gebrauch machen, die sowohl im Lehrtext wie in den Aufgaben angeboten werden.

Der Kurs 3a sollte mit der Einfithrung in die lineare Algebra (§14) abgeschlossen werden.

Zu den einzelnen Abschnitten

1) Wie intensiv der Vektorbegriff (§ 1) und die Vektoraddition (§ 2) zu behandeln sind, wird
hauptsachlich von den Vorkenntnissen der Schiiler abhdngen. Wenn die Inhalte dieser Paragra-
phen bereits Gegenstand des Unterrichts in der Sekundarstufe I gewesen sind, wird man
den Inhalt dieser Paragraphen wesentlich kiirzer behandeln kénnen, als es im Buch dargestellt
1st.

*) Wenn man die Moglichkeiten der Vertiefung und der Ergdnzung nutzt, reicht der Inhalt des Buches
fiir einen zweisemestrigen Leistungskurs.
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2) Eine zentrale Rolle spielt — namentlich in den Paragraphen zu linearen Gleichungssystemen
und zur linearen Algebra — der Begriff der linearen Abhéngigkeit von Vektoren. Dieser Begriff
wird in § 4 mit besonderer Sorgfalt herausgearbeitet.

Héufig werden in diesem Zusammenhang zunéchst die Sonderfille kollinearer und komplana-
rer Vektoren behandelt. Bei einem solchen Weg wird aber das Verstdndnis fiir das Wesentliche
des Begriffs der linearen Abhangigkeit verstellt durch die Sonderprobleme, die einerseits mit
der Dimension und andererseits mit der Anzahl der betrachteten Vektoren zusammenhéngen.
Aus diesem Grunde ist die Hinfithrung zu diesem Begriff in §4,1 und die Herleitung der
grundlegenden Eigenschaften in § 4, IT bewufit von diesen Sonderfragen freigehalten. Erst im
Abschnitt §4, III werden die speziellen Probleme ebener und rdumlicher Vektoren und im
Zusammenhang damit die Begriffe der Kollinearitit und der Komplanaritit — mit gleicher
Sorgfalt — abgehandelt.

3) Im Zusammenhang mit dem Begriff der linearen Abhingigkeit (§ 4) und bei der Unter-
suchung von Lagebeziehungen zwischen Geraden und Ebenen (§ 5) treten lineare Gleichungs-
systeme auf. Dies gibt Veranlassung, sich in § 6 und § 7 eingehend mit solchen Systemen
zu befassen und das Gauflsche Eliminationsverfahren herauszuarbeiten.

Hingewiesen sei darauf, dal die Behandlung dieser beiden Paragraphen fiir das Verstidndnis
der spdteren Abschnitte zur analytischen Geometrie nicht erforderlich ist.

4) Die Beweise fiir die beiden Distributivgesetze des Skalar- und insbesondere des Vektorpro-
duktes sind — namentlich bei rdumlichen Vektoren — fiir den Schulunterricht wenig geeignet,
wenn sie mit Hilfe der geometrischen Definitionen dieser Produkte gefithrt werden. Aus diesem
Grunde ist die Behandlung beider Produkte so aufgebaut, dal die einschldgigen Gesetze jeweils
in relativ einfacher Weise mit Hilfe der Koordinatendarstellungen gefithrt werden kénnen.

5) Bei der abschlieBenden Behandlung linearer Gleichungssysteme in § 13 wird konsequent
der Begriff der linearen Abhéngigkeit auf die Zeilenvektoren der zugehorigen Matrix ange-
wendet. Offen bleibt dabei aber die Frage, ob der Rang einer Matrix bei den Umformungen
des GauBverfahrens erhalten bleibt.

Der letzte Paragraph des Buches (Vektorrdume) ist so aufgebaut, daB3 mit Hilfe der in diesem
Paragraphen entwickelten grundlegenden Begriffe und Sétze der linearen Algebra im letzten
Satz des Buches (S 14.13) genau diese offene Frage — in einem relativ einfachen Beweis
— beantwortet werden kann.

Moglichkeiten der Vertiefung oder Ergéinzung
1) § 1,I (Was ist analytische Geometrie?)
2) § 2,I1,9. (Satz S 2.9) und § 3,11,7. (Beweis von Satz S 3.6)
3) § 4,11 und III (Beweis der Sétze zur linearen Abhdngigkeit)
4) § 5,11,6. (Elimination der Parameter in Ebenengleichungen)
5) § 6,I11,4. —6. (erweitertes GauBBverfahren)
6) § 8,11 (Basisvektoren); § 8,IV (in Auswahl)
7) § 9,III (in Auswahl); § 9,V (LotfuBpunktverfahren)
8) § 10,1,5. (Herleitung von Satz S 10.1): § 10,1,10. (Drehmoment)
9) § 11,I (Geradengleichungen in Pliickerform)

10) § 12,II1,5. — 6. (Schnittprobleme bei Kugeln)

11) § 12,1V (Pol, Polare, Polarebene)

12) § 13,111 (Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix)

13) § 14,I11,5. — 6. (Beweise der Sétze S 14.7 und S 14.8)

s==_

-~
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§1 Vektoren

. Was ist analytische Geometrie?

1. In der Sekundarstufe I haben wir die Geometrie mit Hilfe von Grundbegriffen (wie Punkt,
Gerade, Kongruenz) und Grundsitzen (Axiomen) aufgebaut. Bei einem solchen Vorgehen
spricht man von ,,synthetischer Geometrie.

Es gibt aber noch eine andere Methode, Geometrie zu treiben, die ,,analytische Geometrie®.
Die Anfangsgriinde der analytischen Geometrie haben wir — ohne daB dies ausdriicklich
erwahnt wurde — ebenfalls schon in der Sekundarstufe I kennengelernt. Dies wollen wir
kurz erldutern.

2. Wir wissen, dafl man die Punkte einer Ebene in einem Kartesischen Koordinatensystem
durch Zahlenpaare erfassen kann (Bild 1.1): jedem Punkt einer Ebene wird umkehrbar ein-
deutig ein Paar von reellen Zahlen zugeordnet:

P < (x]y).

Auch die Geraden der Ebene werden durch zwei Zahlen festgelegt, ndmlich jeweils durch
ihre Steigung m und durch ihren Achsenabschnitt n auf der y-Achse (Bild 1.2).

AY AY
X P
P(xly)
y
~Tn
>X ;X
Bild 1.1 Bild 1.2

DaB ein Punkt P(x|y) auf der Geraden g zum Paar (m|n) liegt, wird dann erfaBt dadurch,
daB die Gleichung

y=mx-+n

fiir die betreffenden Zahlen x,y, m und n erfiillt ist. Man sagt auch: die Gleichung bringt
zum Ausdruck, daB der Punkt P(x|y) mit der durch m und n bestimmten Geraden g inzident
ist.

Bemerkung: Geraden der Ebene, die parallel zur y-Achse verlaufen, werden auf die geschil-
derte Weise nicht erfaB3t. Auf dieses Problem gehen wir hier nicht ndher ein (Aufgabe 1).
3. Dieses Beispiel zeigt bereits die Grundgedanken der analytischen Geometrie:

Den geometrischen Objekten (z.B. Punkten, Geraden) werden arithmetische Objek-
te (also Zahlen, Zahlenpaare, usw.) eineindeutig zugeordnet.
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Den geometrischen Beziehungen — z.B. Inzidenz, Kongruenz, Anordnung von
Punkten auf einer Geraden — werden arithmetische Beziehungen — z.B. Gleich-
heit, GroBerbeziehung von Zahlen — eineindeutig zugeordnet.

Genau dann, wenn zwei geometrische Objekte in einer geometrischen Beziehung
zueinander stehen, dann stehen die zugeordneten arithmetischen Objekte in der
zugeordneten arithmetischen Beziehung.

Wir erldutern dies noch durch die folgenden Beispiele.

1) Eine mogliche Lagebeziehung zwischen zwei Geraden g, und g, ist die Parallelitit:

g llg,.
Sind die beiden Geraden arithmetisch festgelegt durch die Zahlenpaare (m,|n,) und (m,|n,),

so wird die Parallelitdt arithmetisch erfaBBt durch die Beziehung

m,=m, (Bild 1.3) (Aufgabe 2).

y ¥

\ A A P, e

Y2

P,
\ Y1
g|
92

r Fd

9 g\ x \"x Xy X2 x
Bild 1.3 Bild 1.4 Bild 1.5

2) Eine weitere mogliche Lagebeziehung zwischen zwei Geraden g, und g, ist das
Senkrechtstehen: g, 1 g,.
Diese geometrische Beziehung wird arithmetisch erfat durch die Gleichung

1
m,= e also m; -m,= —1 (Bild 1.4) (Aufgabe 3).
1

3) Wenn man in Bild 1.5 die Gerade g von ,links nach rechts durchlduft®, dann kommt man
zuerst zum Punkt P,, dann zum Punkt P,. Man sagt: der Punkt P, liegt — beim gewihlten
Durchlaufsinn der Geraden — ,,vor* dem Punkt P,. Diese geometrische Beziehung wird
arithmetisch erfaB3t durch die Beziehung

p PR O
AuBlerdem gilt in diesem Fall — wegen der positiven Steigung der Geraden g — auch

y. <Y, (Aufgabe 5).

4. Wesentlich ist nun, daBl man in der analytischen Geometrie eine vollstindige arithmeti-
sche Beschreibung der Geometrie erhilt.

Der Vorteil der analytischen Methode gegeniiber der synthetischen besteht darin, dal man
mit Zahlen rechnen kann. Jedes geometrische Problem 148t sich in der analytischen Geome-
trie — wenigstens grundsdtzlich — rechnerisch behandeln. In der synthetischen Geometrie
gibt es einen Kalkiil von vergleichbarer Leistungsfahigkeit nicht.
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5. Fiir viele Probleme ist der Kalkiil der analytischen Geometrie besonders einfach und
leistungsfahig, wenn man den Begriff des Vektors heranzieht. Dies hat vor allem den Vorteil,
daB die Geometrie des Raumes (des ,,Raumes R;“) vollig analog zur Geometrie der Ebene
(des ,,Raumes R,“) aufgebaut werden kann. Der Vektorbegriff gestattet es, ohne daB der
Aufbau dadurch erschwert wiirde, sofort riumliche Geometrie zu treiben.

Deshalb werden wir uns im folgenden zunédchst mit dem Begriff des Vektors beschiftigen.

Ubungen und Aufgaben

1. a) Warum werden Geraden, die parallel zur y-Achse verlaufen, durch Gleichungen der
Form y=mx+n nicht erfa3t?
b) Ermittle eine Gleichung fiir die Parallele zur y-Achse, die durch den Punkt P(2|5)
geht!
¢) Von welcher Form sind die Gleichungen, durch die alle Geraden der Ebene erfaf3t
werden?

2. a) Begriinde, daB die Parallelitdt zweier Geraden g, und g, erfafit wird durch die Bedin-
gung m;, =m,!
b) Ermittle die Gleichung der Geraden durch den Punkt P(—2|3), die parallel zur Gera-

den zu y=i—1 verlauft!
- Bild 1.6
3. a) Begriinde, daBl das Senkrechtstehen | Y
(die Orthogonalitdt) zweier Geraden g, 91
und g,, die nicht zu den Koordinaten-
achsen parallel sind, erfaBt wird durch
die Bedingung m, - m,= —1 (Bild 1.6)!
b) Warum gilt diese Bedingung nicht fiir \\
Geraden, die zu den Koordinatenachsen o >
parallel sind? N\ =
¢) Ermittle die Gleichung einer Geraden durch den Punkt P(—4|3), die senkrecht zur
Geraden zu y=2x—1 verlduft!

4. Untersuche, wie man bei Geraden, die durch eine Gleichung in allgemeiner Form
(ax+by=c) gegeben sind, a) die Parallelitit, b) die Orthogonalitat
arithmetisch erfassen kann! Driicke die Bedingungen so aus, daf} sie auch auf Parallelen
zur y-Achse anwendbar sind!

5. P,(x,]y,) und P,(x,|y,) seien zwei Punkte der Geraden zu y=mx+n. Zeige, daBl gilt:
a) fiir m>0: x, <x, = y,<y,; b) fir m<0: x,<x, =y, >y,!
Anleitung: Berechne die Differenz y, —y,!

6. a) Warum 14Bt sich die Beziehung ,,P, liegt vor P, bei Punkten auf Parallelen zur
y-Achse nicht durch x, <x, definieren?
b) Durch welche Bedingung 148t sich die Ordnungsbeziechung erfassen bei Punkten P,
und P,, die auf einer Parallele zur y-Achse liegen?
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Il. Gerichtete GroBen. Geometrische Vektoren

1. Auch heute noch sind an Fliissen zahlreiche Fdhren im Einsatz, die Personen, Fahrzeuge
und andere Giiter von einem Ufer zum anderen beférdern. Wie muB3 die Fdahre von Bild 1.7
gesteuert werden, damit sie vom Punkt A zum Punkt B gelangt? Wiirde der Steuermann
beim Start in A unmittelbar den Zielpunkt B ansteuern, also in Richtung des Pfeils AB
fahren, so wiirde das Schiff unter dem EinfluB der Stromung nicht beim Punkt B ankom-
men; es wiirde vielmehr stromabwirts abgetrieben und das gegenseitige Ufer vielleicht beim
Punkt C erreichen. c

Bild 1.7 Bild 1.8

Um beim Punkt B anzukommen, mufl der Fahrmann vielmehr einen Punkt D links von B
ansteuern (Bild 1.8); denn dann wird die Fiahre unter dem EinfluB der Stromung bis zum
Zielpunkt B abgetrieben.

Man kann den Sachverhalt beschreiben mit Hilfe der Geschwindigkeit der Stromung und
der Eigengeschwindigkeit der Fahre. Offensichtlich kommt es dabei aber nicht nur auf den
Betrag, die Grofe der beiden Geschwindigkeiten, sondern wesentlich auch auf deren Rich-
tung an.
In Bild19 sind die Eigengeschwindigkeit e
der Fihre Vy, die Stromungsgeschwindigkeit

Vs und die sich daraus ergebende Gesamt-
geschwindigkeit Vv durch Pfeile dargestellt.

Dabei wird der Betrag, die Grole jeder Ge-
schwindigkeit durch die Lidnge des betref-

fenden Pfeils erfaBt. Man schreibt: Bild 1.9

=+ 2 o
Vgt+Vg=V.

Geschwindigkeiten sind also gerichtete GroBien, die man durch Pfeile darstellen kann. Unter-
liegt ein Korper — wie die Fahre unseres Beispiels — dem EinfluB mehrerer Geschwindig-
keiten, so iiberlagern sich diese Geschwindigkeiten zu einer Gesamtgeschwindigkeit, die man
durch Aneinanderlegen der zugehdrigen Pfeile wie in Bild 1.9 ermitteln kann.

2. Ahnlich ist die Situation auch bei anderen physikalischen GroBen, die durch Pfeile darge-
stellt werden konnen, z.B. bei Kriften. Aber auch im Mathematikunterricht haben wir schon
mit Pfeilen gearbeitet. Wir haben sie benutzt

1) zur Veranschaulichung von Zahlen und

2) zur Kennzeichnung von Verschiebungen.
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Unter einer Verschiebung versteht man eine spezielle Abbildung, bei der jedem Punkt A (der
Ebene oder des Raumes) eindeutig ein Punkt A’ zugeordnet wird.
o

Beispiel :

Das Dreieck ABC von Bild 1.10 wird durch
eine Verschiebung V auf das Dreieck A'B'C’
abgebildet. Diese Verschiebung V wird z.B.
durch den Pfeil AA’ gekennzeichnet.
Bemerkung: Man kann einen Pfeil AA auf-
fassen A B

a) als die mit einer Orientierung, einem Richtungssinn versehene Strecke AA’ oder
b) als das (geordnete) Punktepaar (A|A’).

B

Bild 1.10

In beiden Fillen kommt es auf die Reihenfolge der beiden Punkte an. Der Pfeil A’A kenn-
zeichnet die Verschiebung, durch die der Punkt A’ auf den Punkt A abgebildet wird; der
Pfeil A’A kennzeichnet also eine andere Verschiebung als der Pfeil ‘AA’. Wir nennen A den
,,Anfangspunkt® und A’ die ,,Spitze* des Pfeils AA

Man kann die Verschiebung V von Bild 1.10 aber auch kennzeichnen durch die Pfeile B_B”,
E@, usw. Alle diese Pfeile sind gleichlang, zueinander parallel und gleichorientiert; man sagt
kurz: diese Pfeile sind ,,vektorgleich.

Beachte: Wenn Pfeile nicht zueinander parallel sind, hat es keinen Sinn, ihre Orientierung
miteinander zu vergleichen !

3. Aufgrund der vorstehenden Uberlegungen definieren wir:

D1.1 Zwei Pfeile heiflen ,,vektorgleich* genau dann, wenn sie gleichlang, parallel und
gleichorientiert sind.

Man fafit nun alle vektorgleichen Pfeile zu einer Menge zusammen und nennt diese Menge
einen ,,Vektor*, genauer einen ,,geometrischen Vektor*“. Wir definieren:

D12 Unter einem Vektor versteht man die Menge aller zu einem Pfeil vektorgleichen
Pfeile.

Wir bezeichnen Vektoren in der Regel durch kleine lateinische Buchstaben mit einem
dariiber gesetzten Pfeil:

-
a,b,C ...; gelesen ,Vektor a“ , Vektor b* usw.

Da ein Vektor eine Menge von Pfeilen ist, B
konnen wir — genaugenommen — einen

Vektor nicht zeichnen. Zur Veranschauli- D
chung von Vektoren zeichnen wir einzelne
Pfeile, die zu dem betreffenden Vektoren
gehoren (Bild 1.11). Jeder solche Pfeil ,ver- E
tritt” seinen Vektor; wir nennen ihn daher
auch einen ,,Vertreter oder ,,Reprisentan-
ten* seines Vektors. Fiir die Pfeile von Bild 1.11 gilt also: ABea; CDea; EFea.

O

Bild 1.11
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Beachte:

1) Zur Unterscheidung von Pfeilen und Vektoren bezeichnen wir Pfeile durch ihre
Endpunkte, also z.B. mit ﬁ, 65, usw., Vektoren dagegen mit kleinen lateinischen
Buchstaben, also z.B. mit a, B, usw.

2) Wird in einer Zeichnung ein Vektor @ durch einen seiner Reprisentanten AB dar-
gestellt, so schreiben wir an den Pfeil das Zeichen ,,a“; dies deutet also an, daB
dieser Pfeil als Vertreter seines Vektors aufzufassen ist.

3) Wenn keine MiBverstindnisse zu befiirchten sind, bezeichnet man gelegentlich
auch den zu einem Pfeil AB gehdrenden Vektor @ der Einfachheit halber ebenfalls
mit ,AB*.

4. Wir fassen die Vektoren des dreidimensionalen Raumes R, zu einer Menge zusammen
und bezeichnen diese mit ,,V,;“. Entsprechend bezeichnen wir die Menge aller Vektoren, de-
ren Reprédsentanten in einer Ebene, also im Raum R, liegen, mit ,,V,* und die Menge der
Vektoren, deren Reprisentanten alle auf einer Geraden liegen, mit ,,V, .

Wollen wir offenlassen, um welche Vektormenge es sich handelt, schreiben wir kurz ,,V¢.

5. SchlieBlich wollen wir noch vereinbaren, da wir die Begriffe ,,Ldnge”, ,Parallelitiat und
»Orientierung® nicht nur fiir Pfeile, sondern auch fiir die zugehorigen Vektoren verwenden
wollen:

1) Unter dem ,,Betrag eines Vektors‘ verstehen wir die Mafizahl der Linge seiner Repri-
sentanten. Wir bezeichnen den Betrag eines Vektors @ mit ,,|a|“, gelesen ,,Vektor a Betrag®
oder ,,Betrag des Vektors a“.

Beachte, daB |a| eine Zahl, nicht etwa eine GroBe ist, die sich aus MaBzahl und MaBeinheit

zusammensetzt !

2) Sind die Reprisentanten zweier Vektoren @ und b zueinander parallel (liegen diese also in
zueinander parallelen Geraden), so schreiben wir:

,,5’||B"‘, gelesen ,,Vektor a parallel Vektor b“ (Bild 1.12).

a e

S 5

Bild 1.12 Bild 1.13 Bild 1.14

o

oy

3) Sind die Reprédsentanten zweier zueinander parallelen Vektoren gleichorientiert, so schrei-
ben wir:
,,E'TTB“, gelesen ,,Vektor a gleichorientiert mit Vektor b“ (Bild 1.13);

sind sie dagegen entgegengesetzt orientiert, so schreiben wir:
,,é’TlB“, gelesen ,,Vektor a entgegengesetzt orientiert zu Vektor b* (Bild 1.14).

Beachte: Die Schreibweisen ,,ETTB“ und ,,ENE“ haben nur Sinn, wenn die Vektoren @ und b
zueinander parallel sind!
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Ubungen und Aufgaben

1. Benenne die Pfeile und die Vektoren, die durch die Kanten folgender Korper festgelegt
sind und entscheide, welche von Thnen vektorgleich sind!
a) Prisma (Bild 1.15) b) Wiirfel ¢) Quader d) Pyramide (Bild 1.16)
e) Tetraeder (Bild 1.17) f) Parallelflach (Bild 1.18)

Bemerkung: Ein Parallelflach (oder ,,Spat®) ist ein von sechs ebenen Seitenflichen be-
grenzter Korper, bei dem die beiden gegeniiberliegenden Seitenfldchen jeweils zueinander
parallel sind.

F
| H G
iy E Ne /N
i
2 2
/g
/ \\\\\
// \\\\
A B A B
Bild 1.15 Bild 1.16 Bild 1.17 Bild 1.18

2. Durch den Pfeil AA’ ist in einem Kartesischen Koordinatensystem eine Verschiebung V
festgelegt (Bild 1.10 auf Seite 11). Zeichne jeweils den Bildpunkt B’ zum Punkt B!
a) A(—1[2); A'(2|0); B(010) b) A(1]-2); A'(—1]3); B(3]0)

3. Ermittle zu den Verschiebungen von Aufgabe 2 jeweils den Originalpunkt C zum Bild-
punkt C'! a) C'3|]1) b) C'(1|4) ¢) C@|l-1) d) C(1]3)

4. Wo liegen die Spitzen von Pfeilen, die den gleichen Anfangspunkt A haben und iiberein-
stimmen in a) Lénge, b) Richtung, ¢) Richtung und Orientierung?

5. Mit wie vielen verschiedenen Vektoren lassen sich beim Quader erfassen
a) alle Flachendiagonalen und b) alle Raumdiagonalen?

6. Die Eigengeschwindigkeit Vj eines Flugzeugs und die Windgeschwindigkeit Vy, setzen sich
zur ,,Geschwindigkeit iiber Grund“ V vektoriell zusammen. Um nicht vom Zielkurs abzu-
kommen, steuert der Pilot das Flugzeug mit einem Vorhaltewinkel von 8°. Es gilt
|V5|=180 km/h und |V,|=36 km/h, wobei der Wind schridg von hinten blist.

Ermittle zeichnerisch |V| und die GréBe des Winkels zwischen V und Vy, !

7. a) Eine Fidhre iliberquert eine Meerenge von A nach B. Die Stromung treibt das Schiff
senkrecht zur Richtung von A nach B mit der Geschwindigkeit Vg vom Betrage |Vs|=5kn?)
ab. Die Eigengeschwindigkeit V; der Fihre betrdgt |Vy|=15kn. Ermittle zeichnerisch
die Gesamtgeschwindigkeit V und aus der Zeichnung [V| sowie die GroBe des Winkels
zwischen Vg und V, des sogenannten ,,Vorhaltewinkels*!

b) Ein zweites Schiff fahrt mit einem Vorhaltewinkel von 30° iiber die Meerenge. Ermittle
zeichnerisch Vg, V und deren Betrége!

R T m
) ,Knoten®“ ist ein nautisches GeschwindigkeitsmaB: 1 kn=1852 T
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8. Ein Segelflugzeug fliegt mit einer waagerechten Eigengeschwindigkeit von 25 m/s nach
SW. An einem Aufhang wird es mit 8 m/s senkrecht nach oben getragen und gleichzeitig
von einem Sturmwind aus NW mit 12 m/s seitlich abgetrieben.

a) Stelle die beteiligten Geschwindigkeitsvektoren in einem Schrégbild dar!
b) Berechne die Betrige der Gesamtgeschwindigkeit und der Geschwindigkeit iiber
Grund mit Hilfe des Lehrsatzes des Pythagoras!

. Erfassung von Vektoren durch Zahlen

1. Schon in der 6. Klasse haben wir ebene Pfeile und Vektoren mit Hilfe von Zahlen darge-
stellt. Dabei haben wir ein Kartesisches Koordinatensystem zugrunde gelegt (Bild 1.19). Bis-
her haben wir die Koordinaten eines Punktes P allgemein mit den Variablen x und y be-
zeichnet. Fiir die folgenden Uberlegungen ist es jedoch gelegentlich zweckmiBig, fiir die bei-

den Koordinaten denselben Buchstaben zu X2
wihlen wie fiir den Punkt selbst und diese 41
Koordinaten durch Indizes zu unterschei- 3 r——————A-(-A'l-%)
den. ,B(:Eli)_g._ |
Wir schreiben also gelegentlich z.B. | 11 :
| |
A@laz); Bb[by);  usw. T 54 —:i P T3 s i 56 %
Daher bezeichnen wir die beiden Achsen E | :
bei allgemeinen Uberlegungen auch als x,- ! Gl |
Achse und x,-Achse. Bei Beispielen verwen- i —5@:3
den wir dagegen in der Regel die tiblichen CJ?:QTi{'
Bezeichnungen x-Achse und y-Achse. -5+ Bild 1.19

2. Im Raum besteht ein Kartesisches Koordinatensystem aus drei Zahlengeraden, die paar-
weise aufeinander senkrecht stehen und auf denen mit der gleichen Einheit gemessen wird.
Auch hier bezeichnen wir die drei Achsen bei allgemeinen Uberlegungen als x,-, X,- und x,-
Achse, bei einzelnen Beispielen aber meist als x-, y- und z-Achse. Es gibt zwei grundsitzlich
zu unterscheidende Moglichkeiten fir die Lage der Achsen zueinander. Wenn man sich
Bild 1.20 so vorstellt, daB die x-Achse (x,-Achse) ,nach vorne* weist, dann bilden die drei
Achsen ein sogenanntes ,,Rechtssystem’. Bild 1.21 hat man sich so vorzustellen, daf3 die x-
Achse (x,-Achse) ,nach hinten“ weist; in diesem Falle bilden die drei Achsen ein ,,Linkssy-
stem‘‘.

z(x,) z(xa)

x(x 1)

y(x2)
Bild 1.20 Bild 1.21

y(X2)
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Man kann den Unterschied dieser beiden ,,Orientierungen‘ eines Koordinatensystems nur
anschaulich, z.B. mit Hilfe der sogenannten ,,Korkenzieherregel* erklaren. Denkt man sich
im Nullpunkt des Koordinatensystems ei-
nen (handelsiiblichen, also rechtsgewunde-
nen) Korkenzieher angesetzt und dreht die-
sen iiber den kleineren Winkel (in diesem
Fall also iiber den rechten Winkel) von der
positiven x-Richtung zur positiven y-Rich-
tung, so bewegt sich der Korkenzieher bei
einem Rechtssystem in Richtung der positi-
ven z-Achse (Bild 1.22). Bei einem Linkssy-
stem wiirde er sich in Richtung der negati-
ven Seite der z-Achse bewegen. Wir legen in diesem Buche stets ein Rechtssystem zugrunde.

Bild 1.22

Bemerkung: Bei der ebenen Darstellung eines rdaumlichen Koordinatensystems ist es zweck-
miBig, die positive x-Achse unter einem Winkel von 135° gegeniiber der positiven y-Achse
zu zeichnen. Auf kariertem Papier legt man die y- und die z-Achse auf die Gitterlinien; die
x-Achse verlduft dann in Richtung der Diagonalen der Gitterquadrate. Wihlt man auf der y-
und der z-Achse die Seitenldnge eines Gitterquadrates als Einheit, so ist es fiir die x-Achse
(z.B.) zweckmiBig, eine halbe Diagonalenldnge als Einheit festzulegen.

Jedem Punkt des Raumes ist dann eineindeutig ein Tripel reeller Zahlen, ein Koordinatentri-
pel zugeordnet. Bild 1.23 zeigt dies fiir den Punkt A(3|5|7) und Bild 1.24 fiir den Punkt
B(—3|3| —5). Die beiden Bilder zeigen auBerdem, dafl es zu den Punkten A und B jeweils
einen Quader mit dem betreffenden Punkt als Eckpunkt gibt, von dem drei Kanten auf den
Koordinatenachsen und drei Seitenflichen in den Koordinatenebenen liegen. Dies gilt ent-
sprechend fiir jeden Punkt des Raumes, dessen Koordinaten alle von 0 verschieden sind.

X3
\X3 -E X7
7 el
o + -3 x~
T A(3|5|7 14 1 »7
-
I —— b At A ——
q B X2
3 a H B N
14 X5 \
- B(—3|3—5)
1 t + >
3 1 5 X2 _5
X4 3
Bild 1.23 Bild 1.24

Mit Hilfe des betreffenden Quaders kann man, wenn ein Punkt gegeben ist, dessen Koordi-
naten bestimmen und auch umgekehrt, wenn ein Koordinatentripel gegeben ist, den zugeho-
rigen Punkt finden. Fiir die Koordinaten von Raumpunkten verwenden wir in allgemeinen
Uberlegungen ebenfalls die Schreibweise mit Hilfe von Indizes. Wir schreiben also z.B.
A(a,|a,la,), B(b,|b,|bs) usw. Hiufig benutzen wir z.B. aber auch die Schreibweise
P(x|yl2).



16

§1, IIL. Erfassung von Vektoren durch Zahlen

3. Die Ebene wird durch ein Kartesisches
Koordinatensystem in vier Quadranten ein-
geteilt. Entsprechend bewirkt ein solches
Koordinatensystem im Raum eine Untertei-
lung in acht Oktanten (Bild 1.25). Oberhalb
der x-y-Ebene liegen die Oktanten I, II,
III und IV, unterhalb der x-y-Ebene die
Oktanten V, VI, VII und VIII

Beispiele:
P(1|4]4) liegt im I. Oktanten,
Q(—4|2]1) liegt im II. Oktanten,

R(—3|5|—2) liegt im VI. Oktanten,
S(4]—2|—3) liegt im VIII. Oktanten.

Vi

Vil

Bild 1.25

4, Um auch Vektoren durch Zahlen erfassen zu konnen, wahlt man als Vertreter eines
Vektors den Pfeil, der am Nullpunkt des Koordinatensystems angetragen ist und ordnet dem
Vektor als Koordinaten die Punktkoordinaten der Spitze dieses Pfeils zu. Man schreibt die
Koordinaten eines Vektors in der Regel allerdings nicht neben-, sondern untereinander, also

in Form einer ,,Spalte” mit runden Klammern.

Fir die Vektoren von Bild 1.26 gilt dem-
nach:

i< (s 5= o= 2= 3)

Allgemein bezeichnen wir auch die Koordi-
naten eines Vektors mit demselben Buch-
staben wie den Vektor und mit Hilfe von
Indizes, also z.B.

-~ (b
a= (a1>; b=< 1); usw.
dy b,

@
IS, |, 3

i
/

|
s
|
a4
I

W ==

|
(@) 44——~—m—L
o |
_‘
o
-
o+
©w
N
(&)
B

Bild 1.26

Wir nennen Vektoren mit zwei Koordinaten gelegentlich auch ,,ebene Vektoren®.
Fiir die Vektoren in den Bildern 1.23 und 1.24 gilt:

3 -3
i=|5| und b= 3
7 -5

Allgemein bezeichnen wir auch hier die Koordinaten mit Hilfe von Indizes, also:

dy b,
a=[a,|; b=[b,|; usw.
a3 by

Wir nennen Vektoren mit drei Koordinaten gelegentlich auch ,,rdumliche Vektoren™.
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5. Wihlt man statt des am Nullpunkt angetragenen Pfeils OA einen anderen Pfeil PQ als
Vertreter eines Vektors @, so kann man die Koordinaten von a als Differenzen der Punktko-
ordinaten von Q und P bestimmen. Wir zeigen dies an einem einfachen ebenen

Beispiel (Bild 1.27):

Die Pfeile OA und ﬁ sind beide Vertreter
eines Vektors a. Die Punkte sind: A(3]2);
P(2]4) und Q(5]6). Die Punktkoordinaten
von A stimmen mit den Koordinaten des
Vektors @ iiberein:

()

A 4
77 Bild 1.27
s Josee e Q
51 6—4=2
p, % I
Pl g_pn_n!
3l “ b=2 3?
U W
11 . |
! !
L S I S
—11__12345678"1

Zum gleichen Ergebnis gelangt man auch, wenn man die Differenzen der entsprechenden

Koordinaten von Q und P bildet.

loa) =)

Allgemein konnen wir sagen:

S1.1 1) Sind P(p,|p,) und Q(q,|q;) zwei Punkte der Ebene und ist der Pfeil P—@ ein

Vertreter des Vektors a, so gilt:

ch
a=

(Q1_P1>= (31)
q; — P2 a,

2) Sind P(p,|p,lp;) und Q(q,lq,|q;) zwei Punkte des Raumes und ist der Pfeil
PQ ein Vertreter des Vektors @, so gilt:

=
a=

9= M a,
q—P2 |={2z ).
q3;—Ps3 a;

Beispiel: P(—4|3|3); Q(3|—2|-5); dann ist a=

3—(—4) 7
~g- & |= —5).

-5- 3 -8

Beachte, daB die Aussage von Satz S1.1 auch gilt, wenn P der Nullpunkt des Koordinaten-

systems ist!

6. Im II. Abschnitt haben wir erldutert,
daB man unter dem Betrag eines Vektors @
(geschrieben: |@]) die LingenmaBzahl seiner
Représentanten versteht. Bild 1.28 zeigt ei-
nen Pfeil OA als Vertreter eines ebenen
Vektors a= <al).

a;

%2

Bild 1.28

a, X4
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Nach dem Lehrsatz des Pythagoras gilt fir die LangenmaBzahl des betreffenden Pfeils und
somit fiir |3]:

|2|>=a%+a2.
Daraus ergibt sich:

|a]=1/a}+a3.
Dieses Ergebnis gilt auch, wenn einzelne Koordinaten negativ sind oder den Wert 0 haben
(Aufgabe §).

3
Beispiel: Fiir a= (4) gilt |3]=1/32+4>=19+16=125=5.

7. Eine entsprechende Formel gilt auch fiir
rdumliche Vektoren. Bild 1.29 zeigt einen
Pfeil OA als Vertreter eines Vektors

a4
a=|a,|. Fiir die LingenmaBzahl b der
a3
Strecke OB gilt: Bild 1.29

b?=aZ+al.
Da das Dreieck OBA bei B rechtwinklig ist, ergibt sich durch nochmalige Anwendung des
Lehrsatzes von Pythagoras:

|a]?=b%+a2=a%+a2+al.
Daraus folgt:

|al=1/al+al+a3.

Beachte, daB dieses Ergebnis auch gilt, wenn einzelne Koordinaten negativ sind oder den
Wert 0 haben (Aufgabe 8)!

~2,1
Beispiel: Fiir B:( 3,5) gilt: [b]=1/(—2,1)>+3,5>+ 1,82 =1/19,90 ~4,46.
1,8

Wir fassen zusammen:

S1.2  Fiir den Betrag ebener bzw. ridumlicher Vektoren gilt:

|a]=1/a2+a2 bzw. [d|=}/a’+al+al.

8. Im Vorstehenden haben wir gesehen, daBB man geometrische Vektoren durch Zahlenpaare
bzw. durch Zahlentripel darstellen, erfassen kann. Zahlenpaare und Zahlentripel sind geord-
nete Mengen von 2 bzw. 3 Zahlen. Solche geordneten Zahlenmengen (auch von 4, 5 und
noch mehr Zahlen) treten nicht nur in dem hier geschilderten geometrischen Zusammenhang
auf; sie werden vielmehr in vielen anderen Gebieten des tdglichen Lebens, z.B. im Wirt-
schaftsleben, zur Beschreibung von Situationen verwendet.
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Beispiel :

Eine Getridnkefirma liefert vier Sorten von Erfrischungsgetranken: Mineralwasser, Fruchtsaft,
Orangenlimonade und Zitronenlimonade. Bei der Tagesbilanz wird jeden Abend der jeweili-
ge Lagerbestand dadurch erfa3t, daB3 die Anzahlen der vier Sorten spaltenweise untereinan-
dergeschrieben werden, also in Form von Zahlenquadrupeln, z.B.

1.8. 2.8. 3.8. 4.8.
23400 21200 19300 22900
18750 16800 14480 16750
21880 17900 15740 19430
17640 13450 12710 16250

Auch jedes solche Zahlenquadrupel nennt man einen Vektor.

Entsprechend konnen auch die tdgliche Auslieferung und der Nachschub aus der Produktion
durch solche Zahlenquadrupel, also durch Vektoren mit vier Koordinaten, beschrieben wer-
den.

9. An den behandelten Beispielen haben wir gesehen, dall Vektoren auch unmittelbar als
Zahlenpaare, Zahlentripel, allgemein als sogenannte ,,Zahlen-n-Tupel“ gegeben sein kdnnen.
Wir definieren:

D13 Unter einem Vektor mit n Koordinaten (neIN) versteht man ein Zahlen-n-Tupel.

Man schreibt:
ay

a -
a=| 2| (mit a,,a,,...,a,eR).

a

n

Die Menge aller Vektoren mit genau n Koordinaten bezeichnen wir mit ,,V, .

Zur Unterscheidung von Vektoren als Pfeilmengen (Definition D 1.2) werden wir solche Zah-
len-n-Tripel gelegentlich als ,,arithmetische Vektoren* und Pfeilmengen als ,,geometrische
Vektoren* bezeichnen.

Ubungen und Aufgaben

1. In welchen Oktanten liegen die folgenden Punkte?
A(=1]3]=2); B(—4[5]1); C(3|-1[4); D(-5|-2|-4); E@4|-2|-5);
F(—=1]-3[4); G(4|51-3); H(I5]1)

2. Spiegele die Punkte A(3|5]|7) und B(—3|3| —5) (Bilder 1.23 und 1.24 von Seite 15) an den
drei Koordinatenebenen und ermittle jeweils die Koordinaten der Bildpunkte!

3. Ermittle die Koordinatendarstellung des Vektors @ zum Pfeil PP
a) P(—1[3); P'(410) b) P(1]6); P'(—4[3) ¢) P(-316); P'(2[3)
d) P(1]-2(2); P'(411]—-1) ) P(2]0]-5); P'(0|-1]2) f) P(-2|3[1); P'(—3|1|4)
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4. Von einem Parallelogramm sind gegeben
ein Eckpunkt A und die beiden Seiten-
vektoren @ und b (Bild 1.30). Ermittle die
Koordinaten der drei anderen Eckpunk-

te!
a) A(—-3|-2); a= (_Z>; b= (;) Bild 1.30
b A a= ()5 B=(_))

-5\ _ [0 6\ _ [-1
©) A4|-5/-2);a=| 3|;B=(—-1] d) A(=34]1); @=-3|; b=| 2
4 g 4 -3

5. Vervolistandige die Punkte P, Q und R auf mehrere Weisen zu einem Parallelogramm
und ermittle jeweils die Koordinaten des vierten Eckpunktes! Wie viele Fille gibt es?
Bestimme jeweils zwei Vektoren @ und b, die das betreffende Parallelogramm aufspannen!
a) P(—1/-2); Q3I—4); R(1I3) b) P(1]-2]2); Q(-2|1]3); R(5|—4|-1)

6. Priife, ob die Punkte A, B, C und D Eckpunkte eines Parallelogramms sind! Ermittle
gegebenenfalls zwei Vektoren 2 und B, die das Parallelogramm aufspannen!
a) A(—1]-2); B(3|—4); C(5]2); D(1|4)
b) A(2]—41); B(4]2]3); C(318|2); D(1]20)
©) A(1]—=5); B(3|1); C(2]6); D(0|1)
d) A(—1[3]—-4); B(5|—1]3); C(—2|3|—1); D(4|—1]6)

7. Eine Verschiebung V wird festgelegt durch einen Pfeil PP’ oder durch einen Verschie-
bungsvektor V.

a) Berechne V zu 1) P(—4|5(3); P'(2| —4[1); 2) P(6|—3|4); P'(—1|4|5)!

5 —4
b) Berechne P’ zu 1) P(—2|63); V:( 0); 2) P(6]1]4); V:(—é)!
=3 7

=3 4
¢) Berechne P zu 1) P'(—3|—4[5); V:(—4) 2) P(—4[2|-1); V= (-2)1
5 1

8. Begriinde, daB die Formeln |d]=1/a+a2 bzw. |d|=)/aj+a3+a3 auch gelten, wenn ein-
zelne Koordinaten negativ sind oder den Wert 0 haben!

9. Berechne die Betrdge der folgenden Vektoren!

2 (o) (s () o)

(2 M) b G0
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§ 2 Die Addition und die Subtraktion von Vektoren

I Die Addition von Vektoren

1. Bei den einfithrenden Uberlegungen zum

Begriff des Vektors haben wir am Beispiel

einer Fihre erortert, wie zwei Geschwindig-

keiten, die auf das Schiff einwirken, die Ei-
gengeschwindigkeit Vi und die Stromungs-
geschwindigkeit Vg, zur Gesamtgeschwindig-

keit V zusammenzufassen sind. Ein Pfeil zu

Vs ist mit seinem Anfangspunkt an die Spit- Bild 2.1
ze eines Pfeils zu Vg zu legen. Der Resultat-

pfeil zu V reicht dann vom Anfang des ersten bis zur Spitze des zweiten Pfeils (Bild 2.1). Man
schreibt: V5 +Vg=V.

Entsprechend kann man auch verfahren, wenn zwei Krifte 131 und 132 am gleichen Punkt
angreifen.

2. In §1,1I haben wir auBlerdem Verschie-
bungen als mathematisches Beispiel fiir die
Verwendung von Vektoren betrachtet. In
Bild 2.2 ist die Hintereinanderschaltung
zweier Verschiebungen V, und V, darge-
stellt. Ein Punkt P wird durch die Verschie-
bung V, auf den Punkt P, P’ durch die
Verschiebung V, auf den Punkt P” abgebil-
det. Insgesamt wird also der Punkt P auf
den Punkt P” abgebildet; der Pfeil PP’ kennzeichnet die resultierende Verschiebung
V=V, .V, (gelesen ,,V, verkettet mit V,).

Bild 2.2

Auch hier werden zwei Pfeile in der gleichen Weise zu einem Resultatpfeil verkniipft, wie in
Bild 2.1. Es liegt daher nahe, die Pfeile P_P", P'P” und PP’ als Reprisentanten dreier
Vektoren 37, b und € aufzufassen und @ als die Summe der beiden Vektoren @ und b zu
erkldren.

Wir definieren:

D21 Zwei Vektoren 3 und b werden addiert, indem man je einen Repriisentanten von 3
und b so aneinanderlegt, daB der Anfang des zweiten Pfeils mit der Spitze des
ersten Pfeils iibereinstimmt. Ein Reprisentant des Summenvektors

5
¢=a+b

reicht dann vom Anfang des ersten bis zur Spitze des zweiten Pfeils (Bild 2.3).
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Bemerkungen :

1) Fiir die Vektoraddition miiflte man ei-

gentlich ein anderes Zeichen wihlen als fiir

die Zahlenaddition, z.B. ,,®*“. Da MiBver-

stindnisse aber nicht zu befiirchten sind,
verwenden wir auch fiir die Vektoraddition Bild 2.3
das normale Pluszeichen.

2) Da wir die Vektoraddition mit Hilfe
von Reprisentanten der betreffenden Vek-
toren erkldrt haben, konnte es sein, dal3
man bei Verwendung anderer Repridsentan-
ten zu einem anderen Ergebnis kdme. Dal3
dies nicht der Fall ist, daB das Ergebnis
einer Vektoraddition also unabhingig da-
von ist, welche Pfeile bei der Konstruktion
verwendet werden, miifiten wir strengge-
nommen geometrisch beweisen. Wir begnii- Bild 2.4

gen uns hier mit einem Hinweis auf Bild

2.4, Man erkennt unmittelbar, dal die

beiden Dreiecke ABC und A’'B'C’ durch eine Verschiebung V aufeinander abgebildet werden
konnen; daher sind die Pfeile BA und B'A’ gleichlang, parallel und gleich orientiert und
gehoren daher zum gleichen Vektor €.

3. Wir zeigen zundchst an einem Beispiel I
zweier ebener Vektoren, wie die Vektorad- 77
dition mit der Koordinaten der Vektoren 6 ———————————————— |
durchzufiihren ist. Fiir die Vektoren von 54 5 i
Bild 2.5 gilt: | — i
S (2 - (5 1 : {
24 i :
und fiir den Summenvektor ol ! 5
Y = (T | i
s=a+5=(). B

Offensichtlich ergeben sich die Koordinaten
des Summenvektors durch Addition der
entsprechenden Koordinaten der beiden
Summanden; denn es gilt:

Bild 2.5

245=7 und 4+2=6.
Allgemein konnen wir fiir ebene bzw. fiir rdumliche Vektoren schreiben:

a b a,+b

- b +b . 1 1 1 1
§+b:<a1)+(b1>=(a1+b1) bzw. Z+b=[a,|+{b,]=|a,+b,
= 2/ 82T a,/ \bs/ \aj+b,
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Wir konnen die Allgemeingiiltigkeit dieser X3
Gleichung aus der Pfeildarstellung der Vek-
toraddition herleiten, wenn wir die drei
Vektoren durch die Koordinatendifferenzen

der drei Punkte P(p,Ip,lps); Q(q;1q,1q5)
und R(r,|r,|r;) darstellen (Bild 2.6):

a; q; — P )p/ i
a=l|a,|=|q,—py]; Bild 2.6 Xy
ay qs —Ps3

. b, Iy —qy Cy Iy —py
b=(b,|=(r,—q,|] und Z=|c,|=|1,-Dp,].
by I's3—q;3 C3 Is—Ps3

Wenn man die Koordinaten von @ und b addiert, erhdlt man in der Tat die Koordinaten
von ¢; denn es gilt:

a;+b;=(q; —py)+({,—q)=1,—p;=¢4,
a,+b,=(q,—p,)+(r,—q,)=1,—p,=c¢, und
az+by;=(q; —ps)+(r3—q3)=1;—p3=C;.

Damit haben wir gezeigt:

S21  Zwei in Koordinatendarstellung gegebene riumliche Vektoren werden addiert, in-
dem man ihre entsprechenden Koordinaten addiert:

a, b, a;+b,
a+b=(a, |+[b,|=|a,+b,|.
a, b, a;+b,

Bemerkung: Wir haben den Sachverhalt hier nur fiir rdumliche Vektoren festgehalten. Wir
werden auch im folgenden Definitionen und Sdtze in der Regel nur fiir riumliche Vektoren
formulieren. Der entsprechende Sachverhalt fiir ebene Vektoren ergibt sich daraus jeweils
durch Weglassen der dritten Koordinate.

3 -5 3+(-9) -2
Beispiel zu Satz S2.1: <~2>+ ( 7):((—2)+7 ):( 5)
-1/ \=2) \(-p+(-2/ \-3

4. Entsprechend definiert man fiir Vektoren mit n Koordinaten:
a,\ b, a,+b,
D22 b= 2] 4| D2 )| nthe

o/ \b/  \a,+b,
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Ubungen und Aufgaben

1. Durch eine Verschiebung V, mit dem Vektor V, wird ein Dreieck ABC auf ein Dreieck
A’B'C/, durch eine Verschiebung V, mit v, das Dreieck A'B'C’ auf das Dreieck A”B"”C"”
abgebildet. Fiihre die Verschiebungen zeichnerisch durch und ermittle den Vektor V zur
Verschiebung V, durch die ABC unmittelbar auf A”B”C"” abgebildet wird !

A(0[1); B(4|—1); C(213); v1=(i); V2:(—2)

2. Zeichne zu den in Bild 2.7 gegebenen
Vektoren Repridsentanten der folgenden F- o = /.
Summenvektoren !
a) @+b; @+C; a+d; b+¢; S+d 3 ¥
b) €+3)+d; (d+3)+b; b+(@+9) Bild 2.7 ™~

¢) (d+D)+@+3); (b+3)+(d+3)

3. Ermittle die folgenden Summen rechnerisch!
o ()= () w ()9 o L)+ 1+ (L) o ()16 + ()]

4. Berechne die folgenden Summen!!
5 -6 1 -2 5 3 —4
a) |—1]|+ 41415 b) 1 =3+ -2+ 1
3 -3 6 7 —4 5 -3
5. Driicke in Bild 2.8 die Vektoren zu den farbig gezeichneten Pfeilen durch @, b und ¢ aus!
D
//\
A > C
\M
Bild 2.8

B

Bild 2.9

6. Ein Parallelflach wird von drei Vektoren @, b und @ aufgespannt (Bild 2.9). Driicke die
Fldchen- und die Raumdiagonalen durch @, b und € aus!

Il. Die Gesetze der Vektoraddition

1. Bei der Untersuchung der Frage, welchen grundlegenden Gesetzen die Vektoraddition
unterliegt, konnen wir uns orientieren an den Gesetzen, die uns fiir die Addition und fiir die
Multiplikation von (rationalen oder reellen) Zahlen bekannt sind.

Wir priifen also, ob auch fiir die Vektoraddition gelten: das Kommutativgesetz K, das
Assoziativgesetz A, das Neutralitdtsgesetz N und das Inversitdtsgesetz 1.
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Wir werden die Giiltigkeit dieser Gesetze jeweils einerseits geometrisch an Hand von
Pfeilzeichnungen bestitigen, sie andererseits aber auch aus der Koordinatendarstellung arith-
metrisch beweisen. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns bei Pfeilzeichnungen auf
ebene Vektoren; die arithmetischen Beweise fithren wir hier dagegen jeweils mit rdumlichen
Vektoren. Sie konnen stets ohne Schwierigkeiten auf Vektoren mit beliebig vielen Ko-
ordinaten iibertragen werden.

2. Wir beginnen mit dem Kommutativgesetz K:
S22  Fiir alle Vektoren @, be V gilt: +b=b+3.
In Bild 2.10 ist die Giiltigkeit des Gesetzes fiir ebene Vektoren zeichnerisch bestitigt.

Der arithmetische Beweis ist sehr einfach zu fithren:

ay b, a5 +by b, +a, b, a,
d+b=|a,|+|b,|=(a,+b,|=[b,+a,|=|b,|+|a,|=b+d, qed
a, b, a,+b, by+a, b, a,

Der entscheidende Beweisschritt besteht in der Anwendung des Kommutativgesetzes fiir die
Addition reeller Zahlen in den einzelnen Koordinaten des Summenvektors.

Bild 2.10 Bild 2.11

3. Das Assoziativgesetz A lautet:
S23  Fiir alle Vektoren @, b, €e V gilt: (@+b)+c=3+(b+0).

In Bild 2.11 ist die Giiltigkeit des Gesetzes durch eine Pfeilzeichnung bestétigt. Der rechneri-

sche Beweis soll in Aufgabe 1 gefiihrt werden.

4. Das neutrale Element fiir die Addition von Zahlen ist die Zahl 0; denn fiir alle acIR gilt:
a+0=0+a=a.

Aus der arithmetischen Definition der Vektoraddition (D2.2) ergibt sich unmittelbar, daf3 ein
neutrales Element fiir die Vektoraddition an allen Stellen die Koordinate 0 haben muB. Es
gilt ndmlich:

a, 0 a;+0 a, 0
a, |+[0]=(a,+0])=|a,|. Den Vektor | 0 ) nennt man den ,,Nullvektor*
a, 0 a;+0 a, 0

(in der Menge V,); wir bezeichnen den Nullvektor mit ,,6“.
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Wir definieren:

D23 Unter dem Nullvektor 0 versteht man den Vektor, dessen simtliche Koordinaten 0
sind.

In der geometrischen Interpretation ist der Nullvektor als die Menge aller ,,Nullpfeile*
aufzufassen; das sind die Pfeile, bei denen Anfangspunkt und Spitze iibereinstimmen. Jeder
Nullpfeil hat also die LangenmaBzahl 0; daher hat auch der Nullvektor den Betrag 0:

|0]=0.
AuBerdem ist es — wie wir spiter noch sehen werden — zweckméBig, dem Nullvektor jede

Richtung und jede Orientierung zuzuordnen.
Es gilt also das Neutralitidtsgesetz N :

S24  Fiir jeden Vektor 3eV gilt: 3+0=0+3=3.

4. Wenn wir zu irgendeiner reellen Zahl a ihre Gegenzahl —a addieren, ergibt sich die Zahl
0, also das neutrale Element der Addition:

a+(—a)=(—a)+a=0 (fiir alle aeR).

Die Zahl —a ist daher — hinsichtlich der Addition — das ,,inverse Element‘ zur Zahl a.
Wir wollen untersuchen, ob es auch zu jedem Vektor @ hinsichtlich der Vektoraddition einen
inversen Vektor b gibt. Es miiite dann gelten: @+b=0, also:

a; b, 0 —a,
a, | +| b, |=|0]. Daraus ergibt sich unmittelbar: b= —a,
a, by 0 a,

Es liegt nahe, diesen Vektor mit ,,—a* zu bezeichnen und ihn den ,,Gegenvektor zum
Vektor a* zu nennen. Wir definieren:

—ay a,
D24 Der Vektor —3=| —a, | heifit der ,,Gegenvektor* zum Vektor a=| a,
—4; a3

Fiir die Addition von Vektoren und ihren Gegenvektoren gilt dann in der Tat das
s, Inversititsgesetz‘ I:

S2.5  Fiir alle Vektoren a e V gilt: 3+ (—3)=(—2)+a=0.
Der — sehr einfache — Beweis soll in Aufgabe 12 gefiihrt werden.
5. Wir haben uns noch zu fragen, wie ein Vektor @ geometrisch mit seinem Gegenvektor —a
zusammenhédngt. In den Bildern 2.12a und b sind je zwei ebene Vektoren @ und ihre

Gegenvektoren —a jeweils durch ihre am Nullpunkt angetragenen Reprisentanten darge-
stellt.
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X
A
3__
2+
2
-5-4 3 -2 1_ 5-43-2-1_|12345%
‘2_ é‘
\
_3 -
-4t 4
Bild 2.12a a=(3) —3=(2) =9  3=0 Bild 2.12b

Man erkennt, daB die Pfeile zu & und zu —@ sich jeweils nur durch ihre Orientierung
unterscheiden, daB3 sie aber gleichlang und zueinander parallel sind.
Man sagt: die Pfeile zu —3@ sind die ,,Gegenpfeile’ der Pfeile zu a.
Wir konnen sogar feststellen: ist ein Pfeil

AB ein Vertreter des Vektors d, so ist der

Pfeil BA ein Vertreter des zugehorigen Ge-

genvektors —& (Bild 2.13). Gelegentlich

schreibt man daher auch:

BA=—AB. Bild 2.13 A

6. Die vorstehenden Uberlegungen gelten nicht nur fiir ebene Vektoren, sondern in genau
entsprechender Weise auch fiir rdumliche Vektoren. Wir kdnnen also feststellen: der Gegen-
vektor —2 zu einem Vektor @ besteht jeweils aus der Menge der ,,Gegenpfeile zu den
Pfeilen von @, d.h. die Vertreter von @ und von —2 sind jeweils gleichlang, zueinander
parallel, aber entgegengesetzt orientiert. Mithin gilt der Satz

S2.6  Fiir jeden Vektor 2 und seinen Gegenvektor —a gilt:

1) |-d]|=]3]; 2) —alld wund 3) —afla.

7. Unmittelbar einsichtig ist ferner, daB der Pfeil AB (Bild 2.13) seinerseits auch Gegenpfeil
zum Pfeil BA ist, daB also auch gilt: AB= —BA.

Daher ist nicht nur —& der Gegenvektor zu &, sondern auch @ der Gegenvektor zu —3a; die
Vektoren @ und —4@ sind also wechselseitig Gegenvektoren zueinander.

Der Gegenvektor zu einem Vektor —& ist mit ,, —(—2)“ zu bezeichnen; daher gilt: —(—3)=42.

S2.7  Fiir alle Vektoren aeV gilt: —(—2a)=41.

8. Zusammenfassend konnen wir feststellen, daB fiir die Vektoraddition die Gesetze K, A, N
und I gelten. Wir haben schon frither eine Reihe von Verkniipfungen kennengelernt, fiir die
diese vier Gesetze gelten:
die Addition von ganzen, von rationalen und von reellen Zahlen;
die Multiplikation von Bruchzahlen, von rationalen und von reellen Zahlen (wobei
allerdings die Zahl 0 ausgeschlossen werden muB, weil es zu dieser Zahl beziiglich
der Multiplikation kein inverses Element gibt).
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Man spricht in jedem dieser Fille von einer ,, kommutativen Gruppe. Wir konnen also
feststellen:

S2.8 Die Menge der Vektoren V (V,, V; bzw. V,) bildet beziiglich der Vektoraddition
eine kommutative Gruppe.

Bemerkung: Von einer ,,Gruppe“ spricht man, wenn die Gesetze A, N und I gelten. Die
Giiltigkeit des Gesetzes K wird dabei nicht vorausgesetzt; das Gesetz K kann zwar in einer
Gruppe gelten, mul} es aber nicht.

9. Auf Seite 18 haben wir gesehen, wie man den Betrag eines durch seine Koordinaten
gegebenen Vektors @ erfassen kann:

[B]=1/a?+aZ+a3.

Bisher kennen wir aber noch keine Bedingung, mit der man zwei Vektoren a und E, die
durch ihre Koordinaten gegeben sind, iiberpriifen kann, ob sie die gleiche Richtung und
gleiche Orientierung haben oder nicht. Eine solche Bedingung erhélt man, wenn man |§+E|
mit |a] und |b] vergleicht.

Haben zwei Vektoren @ und b verschiedene Richtungen, so bilden Vertreter von @, b und
Z+b ein echtes Dreieck (Bild 2.14). Da in jedem Dreieck die Summe zweier Seitenldngen
groBer ist als die Lange der dritten Seite, gilt:

[2+b| <|3]+]|b].

Man spricht bei dieser Beziehung von der ,,Dreiecksungleichung*‘.

a+b
Bild 2.14 Bild 2.15 Bild 2.16a Bild 2.16b
Dagegen gilt fiir parallele und gleichorientierte Vektoren:
[2+bl=a]+[b| (Bild 2.15).
Sind & und b entgegengesetzt orientiert, so sind zwei Félle zu unterscheiden:
a) ist |d]>1|bl, so gilt [@+b|<|a] (Bild 2.16a), also erst recht |d+b|<|a|+|bl;
b) ist [@]<|b|, so gilt |[@+b|<|b| (Bild 2.16b), also ebenfalls |a+b|<|a|+|b.

Nur, wenn ETTB ist, gilt also l§+gl =|a| +l§1. Somit haben wir insgesamt gezeigt:

S29  Zwei Vektoren a, b sind parallel und gleichorientiert genau dann,
wenn gilt |a+b|=|a]|+|b]:

atth < [a+b|=|3|+]|bl.
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Beachte, daB3 der Satz auch gilt, wenn @=0 oder b=0 ist, weil wir dem Nullvektor jede
Richtung und jede Orientierung zugesprochen haben!
Eine entsprechende Bedingung fiir af|b soll in Aufgabe 10 herausgearbeitet werden.

6 4 10
|2|=1/81=9; [b|=1/36=6, also [a+b|=[a|+|b|; demnach gilt: 311b.

6 4 10
Beispiel : a’:(—3>; b= (—2); es gilt: 5+B=<—5), also |2+b|=1/225=15 und

Ubungen und Aufgaben

1. Beweise arithmetisch das Assoziativgesetz der Vektoraddition (Satz S2.2)!

2. Worin ist es begriindet, dal} die Vektoraddition zeichnerisch auch durch eine Parallelo-
grammkonstruktion durchgefiihrt werden kann?

3. Ein Parallelflach (Spat) wird von den
Vektoren @ b und < aufgespannt
(Bild 2.17). Begriinde an Hand dieser Fi-
gur die Giiltigkeit des Assoziativgeset-
zes fiir Vektoren @, b und ¢, die nicht in
einer Ebene liegen! 5\ /= 7 T

4. Beweise mit Hilfe der Gesetze K und A
die Allgemeingiiltigkeit folgender Glei- Bild 2.17
chungen!

a) @+b)+c=@C+b)+3 b) @+b)+@+d)=d+[C+b)+7]

N

5. Beweise die Rechtsstreichungsregel: a+¢=b+¢ = a=b (fiir &, b, CeV).

6. Beweise mit Hilfe der Gesetze K, A, N und I und mit Hilfe der Rechtsstreichungsregel
(Aufgabe 5) die Allgemeingﬁltigkeit der folgenden Gleichungen!
a) —0=0 b) —@+b)=(—8)+(— ¢) 8+b+(—b)=7

7. a) Warum bildet die Menge aller zueinander paralielen und gleichorientierten Vektoren
beziiglich der Addition keine Gruppe?
b) Warum bildet die Menge aller ebenen Vektoren gleichen Betrags keine Gruppe?

8. Lose die folgenden Gleichungen nach X auf!
a) a+b+xX=7 b) +(—b)=X+b+(-3

-

¢) b+(—X)+d=b—(—3) (-~ +b+X=3+(—b)

9. Beweise arithmetisch, daB fiir alle @€V gilt: |—2|=|al.
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10. a) Formuliere und beweise einen dem Satz S2.9 entsprechenden Satz fiir entgegengesetzt
orientierte Vektoren!
b) Untersuche mit Hilfe von Satz S29 und des Satzes von a), ob die gegebenen
Vektoren parallel sind und welche Orientierung sie gegebenenfalls haben! Bestitige das
Ergebnis fiir die Beispiele 1), 2) und 3) durch eine Zeichnung!

b () ln) 2 () » (7 (L)

JH S R S I

11. Suche Beispiele fiir Vektoren @ und b mit @+b und & b=0, fiir die folgende Bedingung
gilt!
a) |a+b|=[3| b) |2+b|=|b+Db| ¢) |[@+(—b)|=|b|

12. Beweise das Inversitidtsgesetz (Satz S2.4) arithmetisch!

13. Fillt beim Aneinanderlegen von Pfeilen
die Spitze des letzten Summanden mit
dem Anfang des ersten zusammen, so
spricht man von einer ,,geschlossenen
Vektorkette* (Bild 2.18).

a) Wie lautet der Summenvektor einer
geschlossenen Vektorkette?

b) Orientiere die Seitenvektoren eines
Dreiecks (Vierecks) so, daBl eine ge-
schlossene Vektorkette entsteht!

¢) Durch welchen Vektor kann man Bild 2.18
cine offene Vektorkette zu a+b+¢C

schlieBen?

-

-

14. Miissen Vektoren des Vs, fiir die a) a+b+¢=0, b) 8+b+c+d=0 gilt, parallel zu ciner
Ebene liegen?

=p

1. Die Subtraktion von Vektoren

1. Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, daB fiir die Addition von Vektoren dieselben
Gesetze gelten wie fiir die Addition von reellen Zahlen. Daher liegt es auf der Hand, daB
auch die Umkehrung der Addition, die Subtraktion, fiir Vektoren genauso festgelegt werden
kann wie fiir Zahlen, ndmlich analog zu der Beziehung: a—b=a+(—b). Wir definieren:

D25  Fiir beliebige Vektoren @, beV gilt: a—b=3+(—b).
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Bemerkung: Strenggenommen miiten wir fiir die Vektorsubtraktion ein anderes Zeichen
wihlen wie fiir die Subtraktion von Zahlen. Weil auch hier Verwechslungen kaum zu
befiirchten sind, verzichten wir auf eine solche Unterscheidung.

2. Nach Definition D2.5 14Bt sich ein Ver-
treter des Differenzvektors a—b zweier
Vektoren in einfacher Weise auch zeichne-
risch bestimmen. In Bild 2.19 sind Vertreter
zweier Vektoren @ und —b additiv aneinan-
dergelegt. Zusidtzlich ist ein Vertreter des
Vektors b eingezeichnet. Man erkennt, daf3
die Pfeile zu @ und zu b mit ihren Spitzen
aneinanderstoBen; der Vertreter des Vek-
tors a—b reicht vom Anfang des ersten Pfeils (zu @) bis zum Anfang des zweiten Pfeils

(zu B).

Bild 2.19

Bemerkungen:

1) Auf diese Weise haben wir schon in der 5. Klasse die Subtraktion von natiirlichen
Zahlen, spiter die Subtraktion von Bruchzahlen und von rationalen Zahlen dargestellt. Wir
haben dabei von der Regel ,,Spitze an Spitze‘‘ gesprochen.

2) Man kann einen Vertreter des Differenz-
vektors @—b zeichnerisch auch dadurch
bestimmen, daB man zwei Vertreter der
Vektoren @ und b mit ihren Anfangspunkten
aneinanderlegt; dann reicht ein Vertreter
des Vektors 2—b von der Spitze des zwei-
ten Pfeils (zu B) bis zur Spitze des ersten
Pfeils (zu @) (Bild 2.20). Begriinde die Rich-
tigkeit dieser Konstruktion (Aufgabe 6)!

Bild 2.20

3. Wir konnen nun leicht zeigen, dafl Vektoraddition und Vektorsubtraktion wechselseitig
Umkehrungen voneinander sind.
Nach Definition D 2.5 gilt ndmlich fiir alle @, beV:

1) @—b)+b=[E+(—b)]+b 2) @+b)—b=@+Db)+(—b) (D2.5)
=@+[(—b)+b] =8+[b+(—b)] (A)
=340 =340 1)
=3 =7 (N)

4. Es stellt sich nun noch die Frage, wie die Vektorsubtraktion mit Hilfe der Koordinaten
der betreffenden Vektoren durchzufithren ist. Diese Frage ist leicht zu beantworten; fiir
Vektoren mit drei Koordinaten erhilt man ndmlich:

~ o[ —b, a,+(—b,) 3y — by
d—b=a+(-b)=|a,|+| —b,|=|a,+(—by) |=|a,—b,
a, —by as;+(—bs) a;—b,
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Es gilt also der Satz:

a, b, a; —b,
S2.10 Fiir beliebige Vektoren 3, beV, gilt: a—b={a, |—|b,|=[a,—b,|.
by, a3 —bs,

In Worten: Vektoren werden subtrahiert, indem man ihre entsprechenden Koordinaten
subtrahiert. Der Sachverhalt gilt entsprechend fiir Vektoren mit beliebig vielen Koordinaten.

Bemerkung: Die so definierte Vektorsubtraktion hat auch fiir Vektoren mit mehr als drei
Koordinaten und in Anwendungssituationen einen guten Sinn.
Beispiel :

Eine Firma erfaBt den Lagerbestand von 6 Gerédten und die Tagesauslieferung dieser Gerdéte
jeweils durch Vektoren mit 6 Koordinaten. Der Lagerbestand am folgenden Tag ergibt sich
dann — wenn keine Auffiillung aus der Produktion vorgenommen worden ist — durch die
Berechnung des Differenzvektors.

Ubungen und Aufgaben

1. Ermittle die folgenden Differenzen zeichnerisch!
0 ()-6) » 0)-6) o [()-(L)]-(5) o (L)-[5)-C)]

2. Berechne @a—b, b—a, (@—b)—¢ und b—(¢—a) fiir folgende Vektoren!

7 —4 1 0 - _5
a) a= (—1);52( 5);E’=(—6) b) 5:( 6);B=( 3);6’=( 2)
3 =] —4 3 4 —6

3. Zeige geometrisch mit Hilfe von Definition D2.5, daB @ —b inverses Element zu b —3@ ist!
4. Gilt das Assoziativgesetz fiir die Vektorsubtraktion? Begriinde deine Antwort!

5. Beweise die Allgemeingiiltigkeit der folgenden Gleichungen aus Definition D2.5 mit
Hilfe der Gruppengesetze !

a) a—(—b)=a+b b) (—3)—b=—(@+b) K (—'£)+§: —~{E-F) .
d) +(b-9)=@+b)-c=@—7)+b ¢) @—b)—C=d—(b+)=@—)—b
f) a—(b—3)=@—b)+c=@+3)—b g) —(@-b—-0)=(—7@)+b+c=(b+9) -2

6. Zeige, daB die beiden Konstruktionsverfahren gleichwertig sind, die in den Bildern 2.19
und 2.20 (Seite 31) dargestellt sind!

7. Ein Parallelogramm werde durch zwei Vektoren & und b aufgespannt. Driicke die
Diagonalenvektoren durch & und b aus!
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8. Ein Tetraeder werde durch drei Vektoren &, b und @ aufgespannt (Bild 2.21). Driicke die

10.

11.

12,

13.

14.

Seiten der Grundfldche durch 2, b und ¢ aus!

Bild 2.21 Bild 2.22
Die Pyramide in Bild 2.22 wird durch drei Vektoren , b und ¢ aufgespannt. Driicke die
zu den farbig eingezeichneten Pfeilen gehdrenden Vektoren durch @, b und € aus!

Ein Parallelflach werde durch drei Vektoren &, b und @ aufgespannt (Bild 2.17).
a) Driicke alle vier Raumdiagonalen durch @, b und € aus!

b) Zeige, da3 die vier Vektoren bei geeigneter Orientierung eine geschlossene Vektoren-
kette bilden!

¢) Zeige, daB} sich auch die zu je vier Flichendiagonalen gehorenden Vektoren so
orientieren lassen, daB sie eine geschlossene Vektorkette bilden! (Auf wie viele Arten ist
dies moglich?)

Berechne die Koordinaten von X!
5 3

) R 0 S\ o .
% (—2)+X_(6) b) _(7)_(—1)—X € X ( O)__<—1)

Lose die folgenden Gleichungen nach X auf!

a) a—(X—b)=C+b b) (-b+X)—2=@E—b)—37
¢) A+[—X—(b+X)]=—-@+b+%) d) a-[b—C—%)]=0
e) [X—@+X)]-X=(—1) f) —@+%+b)=C—[X+E@-)]

Zeige mit Hilfe der Gruppengesetze, daB jede Gleichung der Form X+a=b (bzw. a+%
=b) fiir beliebige Vektoren @, beV genau eine Losung hat!

Beweise den Satz: @1]b < |a—b|=|a|+|b|!
(Vergleiche Satz S2.9!)
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§ 3 Die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl

. Die Definition der S-Multiplikation

1. Fiir natiirliche Zahlen ist die Multiplikation definiert als mehrfache Addition gleicher
Summanden.

Beispiel: 3-4=4+4+4

Es liegt nahe, in entsprechender Weise auch bei Vektoren eine Abkiirzung fiir Summen
einzufiihren, bei denen der gleiche Vektor mehrfach als Summand auftritt.

Beispiel: 32=2+a+a (Bild 3.1)

Bemerkung: Wir schreiben 32 ohne Multi-
plikationspunkt, weil wir den Punkt als Zei-

chen fiir ein — spdter zu definierendes —
Produkt von zwei Vektoren reservieren Bild 3.1
wollen.

Wenn wir diese Schreibweise auf die Koordinatendarstellung libertragen, erhalten wir (fiir
raumliche Vektoren):

a, a, a, a, a,+a,+a, 3a,
3@=3|a,|=|a,|+|a,|+|a,|=|2a,+a,+a, |=]|3a,|.
a, a, a, a, az+az+a, 3a,

Entsprechend ergibt sich fiir eine beliebige Zahl neIN:

a, na,
R
na=n|(a, |=|na,|.
a, na,

Man spricht gelegentlich vom ,,n-fachen des Vektors a*.

2. Die im Vorstehenden beschriebene Erkldrung der Vervielfachung eines Vektors @ mit
Hilfe der Vektoraddition ist — genau wie bei Zahlen — in dieser einfachen Weise nur
moglich, wenn der Vervielfacher n, der Multiplikator, eine natiirliche Zahl ist. Die Ubertra-
gung auf beliebige reelle Zahlen als Faktoren 146t sich aber ohne Schwierigkeiten an Hand
der zuletzt gewonnenen Gleichung

a, na,
-
na=n|a,|=|na,

a, na,

vornehmen.
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Es liegt daher nahe, allgemein (fiir Vektoren mit drei Koordinaten) zu definieren:

D3.1 Fiir beliebige Vektoren a € V, und fiir beliebige reelle Zahlen r gilt:

a, ra,
B
ra=r|a,|=(ra,]|.

ay ra,

Wir haben es hier mit einer Verkniipfung zu tun, die andersartig ist als die uns bisher
bekannten Verkniipfungen. Hier werden ndmlich verschiedenartige Objekte miteinander ver-
kniipft, und zwar Zahlen mit Vektoren. Jedem Paar (r|2), welches aus einer reellen Zahl r
und einem Vektor @ besteht, wird in eindeutiger Weise ein Vektor zugeordnet:

(r|d)—>ra.

Da man Zahlen innerhalb der Vektorrechnung hiufig als ,Skalare“') bezeichnet, spricht
man bei dieser Verkniipfung von der ,,S-Multiplikation®.
(Das Wort ,,Skalarprodukt® wird fiir eine andere Verkniipfung reserviert.)

Bemerkung: Die Festsetzung von D 3.1 ist in verallgemeinerter Form auch fiir die Beschrei-
bung von Anwendungssituationen sehr geeignet.

Beispiel: Wenn die Tagesproduktion eines Werkes fiir n Produkte durch einen Vektor @ mit
n Koordinaten erfaBt wird, dann wird — bei gleichbleibender Tagesproduktion — die
Produktion fiir eine 5-Tage-Woche erfaBt durch den Vektor 53.

3. Aus der Definition D 3.1 ergibt sich unmittelbar die Allgemeingiiltigkeit der Gleichungen:
1) 18=3; 2) (—1)3a=—3a; 3) 08=0; 4) r0=0 (Aufgabe 1).

Ersetzen wir in Definition D 3.1 den Vektor @ durch seinen Gegenvektor —a, so erhalten

wir:
r-(—a,) —(ra,)
r(—2a)= (r : (—az)) = (“(Hh))
r-(—ay) —(ray)

—_— Y

—(rd)

Wir halten den Sachverhalt fest im Satz:

Il
N ]

I

[
)
®l

Il

S3.1 Fir allereR und alle aeV gilt: r(—2a)=—(ra)=(-r)a.
4. Unter 1) und 2) hat sich ergeben, daB ra=0 sowohl fiir r=0 wie fiir =0 gilt. Es erhebt
sich die Frage, ob rd auch noch in anderen Fillen gleich dem Nullvektor sein kann. Wir
vermuten natiirlich, daB3 dies nicht der Fall ist, daB also der folgende Satz gilt:

S$32 ra=0 <« r=0va=0 (fir reR, aeV).
Der Beweis soll in Aufgabe 2 erbracht werden.

1) scala (lat.), Treppe, Skala.
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Ubungen und Aufgaben

. Beweise mit Hilfe von Definition D3.1 die Allgemeingiiltigkeit der folgenden Gleichun-

gen!
a) 1a=a b) (—1)d= -7 ¢) 02=0 d) 10=0 (reR)

. Beweise den Satz S3.2!

. Ermittle zeichnerisch und rechnerisch zu den Vektoren

2\ - [—4 1
z_f=( ), b=( ) und E'=( 2) die folgenden Vielfachen!

1 2
a) 3, 26, (~4T  b) (—4)& 3(-b), —3(-9
. Bestimme den Vektor @ so, daB fiir den angegebenen Vektor b gilt 1) b=3% und

2) b= -23! —
12 -6 —18 - V72
a) ( ) b) ( ) c) ( ) d) 12 e) [ —12
—24 0 12 .
- \=36 Y108

. Priife, ob bei den folgenden Vektoren der eine ein Vielfaches des anderen ist und ermittle

gegebenenfalls den Faktor r!

Y - (0

— 4 16 2 V8 -V75 5
d) (—13), ( 56) e) (1/3), V6 n{ V6 ) (—VE)
8/ \-32 3 /18 V) \- 4

- 2 1
a) 58+3b b) —33+4¢ ¢) —@+4b-3¢ d) —43—(2b-59)

1 0 -2
. Berechne fiir die Vektoren a@= ( O), b= (-2) und ¢= (— 1) die folgenden Vektoren!

. Berechne mit den Vektoren von Aufgabe 6 einen Vektor d so, daB3 er mit den folgenden

Vektorsummen eine geschlossene Vektorkette bildet!
a) 2d+b+3¢ b) @—4b+2¢C c) 48—-2b+3¢ d) 4d+b+2¢

Die Gesetze der S-Multiplikation

1. Wir haben oben schon erortert, daB wir es bei der S-Multiplikation mit einer Verkniip-
fung zu tun haben, die sich von den uns bisher bekannten Verkniipfungen dadurch unter-
scheidet, dal nicht gleichartige GroBen miteinander verkniipft werden, sondern verschieden-
artige, ndamlich Zahlen und Vektoren.
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Wir konnen daher von vorneherein nicht erwarten, daB fiir die S-Multiplikation die gleichen
Gesetze gelten wie fiir die Zahlenverkniipfungen (Addition und Multiplikation). Dennoch
konnen wir uns von den seit langem bekannten Gesetzen leiten lassen, um die fiir die S-
Multiplikation grundlegenden Gesetze zu finden.

2. Eine zur Gleichung des Kommutativgesetzes analoge Gleichung fiir die S-Multiplikation
miillte lauten:

- =
ra=ar.

Der Term ,ar* ist aber nicht definiert. Daher gibt es kein Kommutativgesetz fiir die S-
Multiplikation.

3. Wir fragen uns nun, ob es fiir die S-Multiplikation ein dem Assoziativgesetz analoges
Gesetz gibt. Ein Ausdruck der Form ,ra“ stellt einen Vektor dar. Wir konnen diesen Vektor
also nur mit einer weiteren Zahl s verkniipfen; wir erhalten: s(r&). Wir konnen dann fragen,
ob wir — in Analogie zum Assoziativgesetz — statt dessen auch (s r)@ schreiben diirfen, ob
die Gleichung

s(ra)=(s-r)a

also fiir alle r, se R und alle eV gilt. Hier-
bei ist zu beachten, daB3 s-r ein Zahlenpro-
dukt darstellt, wihrend in s(rd) zweimal
die S-Multiplikation angewendet wird.
Bild 3.2 veranschaulicht ein einfaches
Beispiel, ndmlich

2(3d)=(23)a=64a. Bild 3.2
In der Tat gilt das ,,Assoziativgesetz der S-
Multiplikation*:

S3.3  Fiir alle r, seR und fiir alle Vektoren aeV gilt: r(sa)=(r-s)a.
Der Beweis soll in Aufgabe 1a) gefiihrt werden.
4. Wir wollen nun priifen, ob fiir die S-Multiplikation und die Vektoraddition ein Distribu-
tivgesetz gilt. Im Distributivgesetz fiir Zahlen
a-(b+c)=a-b+a-c

wird ein Zusammenhang zwischen den beiden Rechenarten der Addition und der Multipli-
kation ausgedriickt. Die Multiplikation ist in unserem Fall die S-Multiplikation. Fiir die
Addition gibt es zwei Moglichkeiten: die Zahlenaddition und die Vektoraddition. Die erste
Maoglichkeit fiihrt fiir zwei Zahlen 1, se R und einen Vektor & auf die Gleichung

(r+s)@a=ra+sa.

Hierbei ist aber zu beachten, daB das Pluszeichen links die Zahlenaddition, rechts dagegen
die Vektoraddition bezeichnet.
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Die zweite Maoglichkeit fiihrt fiir eine Zahl re R und zwei Vektoren 2 und b auf die
Gleichung

r@+b)=ra+rb.
Hierbei tritt auf beiden Seiten die Vektoraddition auf. Wir wollen die beiden Mdoglichkeiten
im folgenden untersuchen.
5. Bild 3.3 veranschaulicht die Giiltigkeit
der Gleichung

3d8+2d=(3+2)a=>54.

Durch Verallgemeinerung erhalten wir das
,» 1. Distributivgesetz fiir die S-Multiplikation*: Bild 3.3

S3.4  Fiir alle r,se R und fiir alle Vektoren aeV gilt: (r+s)a=ra+sa.
Der Beweis soll in Aufgabe 1b) gefiihrt werden.
6. Die zweite Moglichkeit eines Distribu-
tivgesetzes ist in Bild 3.4 am Beispiel

3(@+b)=3a+3b

veranschaulicht. Man erkennt, dal3 es sich
um die Strahlensatzfigur handelt.

Durch Verallgemeinerung erhalten wir das ;
,»2. Distributivgesetz fiir die S-Multiplikation*: Bild 3.4

3@+ b)

S3.5  Fiir alle reR und fiir alle Vektoren a,beV gilt: r(@+b)=ra+rb.
Der Beweis soll in Aufgabe 1c) gefiihrt werden.

7. Wir haben uns schlieBlich noch zu tiberlegen, wie sich die Multiplikation eines Vektors @
mit einer reellen Zahl r geometrisch auswirkt, welcher Zusammenhang also hinsichtlich
Betrag, Richtung und Orientierung zwischen den Vektoren @ und r@ besteht. Um zu einer
Vorstellung iiber diesen Zusammenhang zu kommen, kann man sich an dem in Bild 3.1
(Seite 34) dargestellten Sonderfall 3@ orientieren. Man kann vermuten, daB fiir den Betrag
von ra gilt:

[r@d|=|r| [a];

daf} ferner rd stets parallel zu @ ist und daB rd und @ fiir r>0 gleich orientiert, fiir r<0
dagegen entgegengesetzt orientiert sind. Wir halten dies fest im Satz

S3.6  Fiir jede Zahl re R und jeden Vektor aeV gilt:
1) Iral=|r| [a]; 3) a) rafta, wenn r>0;

2) ralla; b) rafla, wenn r<0 ist.
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Beweis:
Zu 1): Fiir alle reR und fiir alle 2e V; gilt:

ra,
ra,
ra,

Zu 2) und zu 3): Um den Satz S2.9 anwenden zu kdnnen, betrachten wir |a+ral.

ra|= =yr?a’+r2a2+r2al=)/r*(a’+al+ad)=y/1> - Yal+al+al=[r| [3].

a) Fiir jede Zahl r mit r>0 und fiir jeden Vektor @ gilt:

|[d+ra|=|(1+r)d] (nach Satz S3.4)
=|1+r1||g] (nach 1))
=(1+r1)|a] (wegenr>0,also 1+r>0)
=|d|+r|d| (nach dem Distributivgesetz)
=|d|+|r||d] (wegen r>0)
=|a]+|rd| (nach 1)).

Nach Satz S2.9 bedeutet dies, daB @ und r@ parallel und gleichorientiert sind.

b) Fiir jede Zahl r mit r<0 gilt —r>0, also
(—r)attad (nach a)).

Der Gegenvektor zu (—r)@ ist der Vektor —(—r)@=ra; daher gilt nach Satz S2.6
ratl(—rna

und somit
rat]a und selbstverstindlich auch ra|a.

Damit ist Satz S3.6 vollstindig bewiesen.

Ubungen und Aufgaben

1. Beweise mit Hilfe der Koordinatendarstellung die folgenden Sitze!
a) S3.3 b) S34 c) S35

2. Lose die folgenden Vektorgleichungen nach X auf!
a) 33—2X=b—(X—2) b) 5@+2X)=302b+3%)+3
¢) 1@+5%)=302a- —X)+5b d) 3@-3%)+x=3(-1%)

3. Untersuche, was an den folgenden Bezichungen falsch ist!
a) 33+2(b+0) —1=¢ b) 3(-1b)-2b+3ab=7-37

c) x§—f (b—0 = x== —— d) x@—b)= —x@+Db) A x+0 A 30
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-

4. Ein Dreieck ist gegeben durch die drei Seitenvektoren @, b und € mit @+b+¢=0
(Bild 3.5). Driicke die folgenden Vektoren durch 2, b und ¢ aus:
a) die Seitenhalbierenden (,,Schwerelinien®) §,, 5, und §;
b) die Mittellinien f,, m, und m,!
¢) Bilde s, +5,+5, und m, +m, +m, und deute die Ergebnisse!

Bild 3.5 Bild 3.6

5. Gegeben sind die Vektoren

5 2 -3

-1\ - 3 5 - =5
1) ﬁ'=( 3); b=( 5); = (5) 2) a=|-3); b=[5];S=| 1
B i =1 3 —4

a) Bestimme den Vektor d so, daB @, b, € und d eine geschlossene Vektorkette bilden!

b) Ermittle fiir das von @, b, © und d bestimmte Viereck die Vektoren, die zu den
Verbindungsstrecken benachbarter Seitenmittelpunkte gehoren (Bild 3.6)!

¢) Welche Figur bilden die Seitenmitten?

6. Zeige, daB3 die Seitenmittelpunkte eines beliecbigen (ebenen oder nichtebenen) Vierecks
stets ein Parallelogramm bilden (Bild 3.6)!

7. Ein Tetraeder sei durch drei Vektoren @,
B, ¢ bestimmt, deren Vertreter von der
Spitze S ausgehen. M, M, und M, seien
die in Bild 3.7 eingezeichneten Kanten-
mitten. S; teile SM,; im Verhéltnis 2: 1.
a) Driicke die Vektoren zu M;M; und
M,S, durch @, b und ¢ aus!

b) Bei oberflachlicher Betrachtung des
Bildes 3.7 konnte man vermuten, daB
M M, parallel zu @ und M, S, parallel
Zu b—3 ist. Begriinde, daB beide Vermu-
tungen nicht zutreffen! Bild 3.7
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§ 4 Der Begriff der linearen Abhéangigkeit

l. Linear abhédngige und linear unabhéangige Vektoren

1. Bild 4.1 zeigt den von Kaiser Friedrich I. gestifteten berlihmten Barbarossaleuchter im
Oktogon des Aachener Kaiserdoms. Man erkennt, da zur Halterung des Leuchters in
regelméBigen Abstdnden acht Streben angebracht sind.

Bild 4.1

Je zwei dieser Streben werden in vier groBen Metallkdrpern zu einer weiteren Strebe
zusammengefaf3t. Diese vier Streben enden in einer groBen Kugel, die an einer schweren
Kette befestigt ist.
Die den Leuchter haltende Kraft wird also zunéchst in vier, dann in acht Teilkréfte zerlegt;
umgekehrt ausgedriickt: die den Leuchter haltende Kraft, die letztlich vom Gewdlbe des
Oktogons aufgebracht wird, setzt sich aus Teilkriften verschiedener Richtung zusammen.
Wir konnen uns die Richtung der unteren Streben durch acht Vektoren

By A s B
die Richtung der oberen Streben durch vier Vektoren

b,,b,, by und b,
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festgelegt denken. Bild 4.2 zeigt eine Skizze Bild 4.2

des Grundrisses des Leuchters mit den Pro- A
Q

jektionen der Vektoren @, und b,.

Da die Streben symmetrisch angebracht

sind, nimmt jede der acht unteren Streben

betragsmiflig den gleichen Kraftanteil auf;

nur die Richtungen der Teilkrifte I_<fi sind von-

einander verschieden. Fiir die Teilkraft, die

von der i-ten Strebe aufgenommen wird, gilt: Izi=r§i,

fiir die Gesamtkraft also: K=K, +K,+...+ Kg=18, +18,+... +r3;.
Entsprechend gilt fiir die Aufteilung der Gesamtkraft K auf die oberen Streben:
K=sb,+sb,+sb,+sb,.

2. Bild 4.3 zeigt die Rheinbriicke zwischen Mannheim und Ludwigshafen. Es handelt sich
um eine Hingebriicke.

Bild 4.3

Die Last der Briicke wird von 48 Stahlseilen aufgenommen. Die Richtung der Stahlseile sei
festgelegt durch die Vektoren ©,,C,, ...,C,5. Wegen der asymmetrischen Anbringung verteilt
sich die die Briicke tragende Kraft in diesem Falle ungleichmiBig auf die einzelnen Stahlseile.
Die einzelnen Streben nehmen einen nach Betrag und Richtung verschiedenen Kraftanteil
K,=k,, auf; insgesamt gilt also:

K=K, +K,+...+K, 5=k, €, 4k, G, + ... + K,5Csg.

3. Im folgenden interessiert uns der Zusammenhang, der bei den vorstehenden Beispielen

zwischen dem Kraftvektor K und den Vektoren @, ...,ag bzw. by, ...,b, bzw. C,, ..., C,q
besteht. Man driickt diesen Zusammenhang folgendermafBen aus: der Kraftvektor K ist aus
den Vektoren @,,...,dg (bzw. aus b,,...,b, bzw. aus C,,...,C,) ,linear kombiniert*

oder ,,linear erzeugt*‘; der Kraftvektor K ist eine ,,Linearkombination dieser Vektoren.



§4, I. Linear abhéngige und linear unabhéngige Vektoren 43

Allgemein definiert man:

D4.1 Fiir n Vektoren ,,3,,...,a,€V und n reelle Zahlen r,,r,,...,r, heiBt der
Vektor b mit b=r,a, +r,a,+...+r,da, eine ,,Linearkombination der Vektoren

- — = ¢
Al Ay skan AL

o

Man sagt auch: der Vektor b ist ,,aus den Vektoren a,,a,,...,a, linear kombiniert*“ oder
1 2 n

,,linear erzeugt.

Beachte: Bei dieser Definition wird nichts dariiber ausgesagt, wie viele Koordinaten die
Vektoren @,,&,, ...,d, und b haben! Es kann sich also um ebene, um rdumliche, aber z.B.
auch um Vektoren mit 6 Koordinaten handeln.

4. Wir wollen den in Definition D4.1 festgehaltenen Sachverhalt an einigen Beispielen
dadurch verdeutlichen, daB wir fiir einige Vektoren @,,%,,...,d, beliebige Zahlen

. g . .
ry,I,,...,r, auswihlen, um daraus einen neuen Vektor b zu erzeugen. Bei ebenen und bei
rdumlichen Vektoren kdnnen wir den Sachverhalt dann iiberdies anschaulich deuten.

Beispiele:
-1 3 1
1) Wir wihlen die Vektoren §1=( 2); Ezz( 2) und @, = (3) und die Faktoren r;=3;
r,=2 und ry=—2. Wir erhalten: B
- -1 3 1 —34+6—2 1
=38, + 28 (). = <5 > Y= . ,
Bt SR H 3( 2)+2(—2>+( )(3) ( 6—4—6) (—4)

Der Vektor b ist also aus den Vektoren d,,d, und @, linear erzeugt. In Bild 4.4 ist der
Sachverhalt geometrisch dargestellt.

=2 1
2) Wir wihlen die Vektoren @, = 1| und @,=( —2) und die Faktoren r;=2 und
r,= —1. Wir erhalten: 3 )
—5 1 ] -
b=23, +(—1)a,=2 LI|+(-|{-2]=| 2+2|=| 4]
3 5 6-—5 1

Der Vektor b ist also aus den Vektoren d, und @, linear erzeugt. In Bild4.5 ist der
Sachverhalt geometrisch dargestellt.

s Ay l}z
33, 1
27, -3,
2a, PO 7
r | I ///-'
X1/ N\, VNl Td
NE : /|
" O A | ;/X ///
a X I =2 -
1\ 2 | 1 /)r/ o
)_5' I*Q ',’/ " -
. e 1 4 v
(—2) 1 /
Bild 4.4 X i Bild 4.5
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5. Die beiden vorstehenden Beispiele weisen einen wesentlichen Unterschied auf, der auf den

ersten Blick gar nicht auffillt, der aber trotzdem — wie wir noch sehen werden — sehr
bedeutsam ist.
Bei Beispiel 2) kann man den Vektor b nur mit den Faktoren r; =2 und r,= —1 linear aus

d, und &, erzeugen, cine andere Moglichkeit gibt es nicht. Dies konnen wir folgendermaBen
nachweisen:

-2 1 —5
r,@,4+1,8,=b bedeutet: r, L)+r, | =2 |=| 4],
3 5 1
also =2+ rZ:—5\~2‘~1
A ry—2r,= 41-11-2

A 31, +5r,= 1
Aus den beiden ersten Gleichungen erhdlt man mit den angegebenen Faktoren;
=81, = =6 A =31,=3 1 =2 ik t,=—1
Die dritte Gleichung wird von diesen Zahlen ebenfalls erfiillt:
3r;+5r,=3.245-(-1)=6-5=1.
Bei Beispiel 1) sind die Zahlen r,,r, und r;, mit denen man den Vektor b aus den

vorgegebenen Vektoren @,, @, und @, linear erzeugen kann, dagegen nicht eindeutig festge-
legt. Es gibt zahlreiche weitere Moglichkeiten:

a) mit s;=—28, s,=—3 und s;=2 erhilt man:

(—8)§1+(—3)5’2+253:(~8)(_;)+(—3)(_i)‘Fz(l):( 8_9+2)=(_i)=

b;
3 —16+6+6

b) mit t,=14; t,=7 und t;= —6 erhdlt man:
& e o S =1 3 1\ [(—14421- 6 1y o
14a1+7a2+(“6)a3‘14( 2>+7(-2)+(*6)(3>_< 28—14—18)_<—4)_b’

¢) mit u,=—3; u,=—% und u,=0 erhilt man ebenfalls:

st s ( 3ol D)-()-5

Es erhebt sich natiirlich die Frage, wie man diese Zahlen finden kann, welche Losungen
¢y, ¢y, ¢; also die Gleichung ¢, &, +¢,@,+C,a,=b bzw. das zugehdrige Gleichungssystem hat.
Wir stellen diese Frage hier — und auch bei einigen weiteren Beispielen — noch zuriick; wir
werden uns in §6 und in §7 ausfithrlich mit linearen Gleichungssystemen befassen und in
diesem Zusammenhang das hier auftretende Problem wieder aufgreifen.

6. Allgemein stellen sich, wenn n Vektoren @,,@,, ...,a, und dazu ein Vektor b gegeben
sind, zwei Fragen:

1) Unter welchen Bedingungen ist der Vektor b aus den Vektoren @,,,, ..., d, erzeugbar,
unter welchen Bedingungen hat also das Gleichungssystem

r,a,+r,a,+...+r,a,=b

eine Losung (r,|r,...|r,)? (Frage nach der Existenz einer Losung).
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2) In welchen Fillen ist die Losung eindeutig bestimmt; wann gibt es mehrere Losungen?
(Frage nach der Eindeutigkeit der Losung).

Das Ziel unserer weiteren Uberlegungen wird es u.a. sein, diese Fragen abschlieBend zu
beantworten.

7. Beim letzten Beispiel ist besonders interessant der Fall c¢) wegen des dabei auftretenden
Faktors uy =0. Dies bedeutet, daB man den Vektor &, gar nicht bendtigt, um b aus @,, &,
und 7, linear zu erzeugen.

Zeige, daB man b auch aus &, und @, bzw. aus @, und @, linear erzeugen kann, daB also je
zwei der drei Vektoren @,, @,, @, genligen, um bzu erzeugen (Aufgabe 5a)!

Wir werden noch zu erldutern haben, worin dieser Sachverhalt begriindet ist (Seite 48).
Ebenso haben wir noch zu erdrtern, warum bei Beispiel 2) die Zahlen r; und r, eindeutig
festgelegt sind.

8. Die zeichnerische Darstellung in den Bildern 4.3 und 4.4 legt die Frage nahe, ob
bei Beispiel 1) z.B. der Vektor @, auch aus den Vektoren @,, @, und b,
bei Beispiel 2) z.B. der Vektor @, auch aus den Vektoren @, und b

erzeugbar ist. Diese Fragen kann man dadurch leicht beantworten, dall man die fraglichen
Gleichungen jeweils nach &, ,auflost:
Zul): Esgilt: =33, +27,+(—2)d, < 37, =b—27,+27, < &, =3b+(—2)7, +27,.

Dies bedeutet, daB sich in der Tat der Vektor &, aus den Vektoren &,,a, und b linear
erzeugen 140t
Zeige, daB sich auch @, aus &,, &, und b und ebenso &, aus @,, &, und b linear erzeugen laBt
(Aufgabe 5b)!

Zu2): Esgilt: b=23,+(—1)@, < 28, =b+3, < a,=1b+13,.

Dies bedeutet, daB sich tatsdchlich &, aus @, und b linear erzeugen laBt. Zeige, daB sich auch
@, aus &, und b erzeugen 148t (Aufgabe 6)!

9. Die vorstehenden Uberlegungen machen deutlich, daB

bei Beispiel 1) zwischen den Vektoren @, &,, a; und b,

bei Beispiel 2) zwischen den Vektoren ,, &, und b

eine wechselseitige Abhingigkeit besteht, an der alle Vektoren in gleicher Weise beteiligt sind.
Es ist daher sinnvoll, die Sonderrolle, die jeweils der Vektor b hinsichtlich der Bezeichnung
spielt, dadurch aufzuheben, daB man bei Beispiel 1) &, statt B, bei Beispiel 2) &, statt b
schreibt.

AuBerdem kann man auch in der Gleichung die Tatsache, daB alle beteiligten Vektoren
»dieselbe Rolle spielen*, dadurch zum Ausdruck bringen, daB man alle Vektoren auf eine
Seite der Gleichung bringt.

Zu1): Mitd, statt b gilt: a,=37,+28,+(—2)7, < 37, +28,+(—2)a,+(-1)a,=0.

Zu2): Mit @, statt b gilt: @,=28, +(—1)&, < 28, +(—1)8,+(—1)a,=0.
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Allgemein hat die Gleichung, durch die die wechselseitige Abhiingigkeit von n Vektoren
a,,4d,, ..., a, erfaBt wird, die Form:

"
c g +c,a,+...+¢,8,=0 mit ¢;,c,,...,c,eR.

10. Bei Beispiel 1) von Seite 43 haben wir gesehen, daB3 die Faktoren, durch die die Abhdn-
gigkeit von Vektoren ausgedriickt wird, nicht immer eindeutig bestimmt sind.

Beispiel :
o w =1\ o B N, o . . .
Fiir die Vektoren @, = ( 2) ;a,= ( 2) ;ay= (3) ;a,= ( 4) gilt (vergleiche Seite 45):
1) 3@, +27, 28, —7,=0; 2) 8@, +37,—28,+8,=0;
3) 143, +78,-68,-8,=0; 4) 33, +14,+03,+4,=0.

Besonders interessant ist die vierte Gleichung, weil in ihr der Faktor von @ den Wert 0 hat.
Dies bedeutet, daB man die Gleichung 4) nicht nach @, auflosen kann, wihrend dies bei den
Gleichungen 1), 2) und 3) durchaus moglich ist.

Die Gleichung 4) zeigt, daB3 in einer Gleichung der Form

— — — ~
c,a;+ca,+...+c,a, =0,

die die wechselseitige Abhingigkeit der Vektoren @,, 25, ..., @, zum Ausdruck bringt, einzelne
der Zahlen ¢; (i=1,2,...,n) den Wert O haben kdnnen. Man kann die Gleichung dann nur
nach den Vektoren 2, auflgsen, fiir die ¢, +0 ist.

Wenn in der Gleichung ¢, 3, +¢,a,+...+¢,&,=0 dagegen alle Zahlen ¢, den Wert 0 haben:
c,=c,=...=c,=0, dann kann man diese Gleichung nach keinem der vorkommenden Vek-
toren 2@, auflosen, also aus dieser Gleichung auch nicht herleiten, daB einer der Vektoren sich
aus den anderen linear erzeugen ldBt. AuBerdem ist die Gleichung

02,408, +...+0&,=0

allgemeingiiltig, also fiir beliebige Vektoren &,,4,, ..., a, erfiillt, kann also fiir sich genom-
men auch nichts iiber deren Abhédngigkeit aussagen.
Wenn wir also die Abhingigkeit von Vektoren @,,3,, ..., a, mit Hilfe der Gleichung

¢, & +¢, 8, +...+¢,7,=0
definieren wollen, so miissen wir in die Definition die Bedingung aufnehmen, daB fiir
wenigstens eine der Zahlen ¢, gilt: ¢, +0.
Wir kommen damit zu der folgenden Definition:
D42 1) Vektoren 3, 3,, ..., a, heiBen ,linear abhiingig® genau dann, wenn es Zahlen
€15 €y .- ¢, € R gibt, die nicht simtlich gleich 0 sind und fiir die gilt:
¢ @, +c,a, 4000, 7, =0.

2) Sind n Vektoren nicht linear abhiingig, so nennt man sie ,,linear unabhéngig*‘.
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Bemerkungen :

1) Man erfait die Bedingung, daB nicht alle Zahlen c,,c,,...,c, gleich 0 sein diirfen,
gelegentlich durch die Schreibweise: (c,|c,]...[c,)=*(0/0]...]0).

2) Man spricht von ,Jlinearer Abhingigkeit®, weil ¢, &, +...+c, §n=6 eine lineare Gleichung
bzw. ein lineares Gleichungssystem ist.

3) In jeder Gleichung der Form c, &, +... +cn§n=6 wird der Nullvektor als Linearkombina-

tion der Vektoren 2, ..., d, dargestellt.

11. Wir behandeln einige Beispiele.

3 ~1 2
1) a,=(-1]; a,=( 2; a,=[1].
2 3 5

Man erkennt sofort, daB @, +&, =25, also 18, +1&,+(—1)@,=0

ist; die Vektoren @, , d,, @, sind also linear abhéngig.

2 1 -2

o -3 2 —4

2) Oy 7 1] 2= E R
7 4 -8

Man erkennt sofort, daB @, =(—2)&,, also 2&,+&, =0, und somit 0, +2@,+ 18, =0

ist; also sind auch diese Vektoren linear abhdngig.

2 1 -
3) a,=(-1]; 3,=(-2|; #&,=| o
3 0 0

Bei diesen Vektoren ist nicht sofort zu erkennen, ob es Zahlen c, c,, ¢, gibt, die nicht alle
den Wert 0 haben und fiir die gilt:

2 1 —2 0
¢ a;+¢,8,+C38,=0, also c; [ —1|+c, | —2]|+cs| 0]=|0
3 0 0 0

Ausfiihrlich geschrieben handelt es sich bei dieser Bedingung um das folgende lineare
Gleichungssystem:

2¢;+ ¢, —2¢3=0
A — ¢, —2¢,+0c;=0
A 3c¢;+0c,+0c,=0.
Aus der dritten Gleichung ergibt sich ¢;=0. Durch Einsetzen dieser Zahl in die zweite

Gleichung erhélt man ¢, =0 und damit schlieBlich aus der ersten Gleichung auch c;=0. Die
einzige Losung der Gleichung

c 8, +C,8,+c38,=0 ist also: ¢, =c,=c,;=0.

Da keine dieser Zahlen von O verschieden ist, sind die Vektoren Z,,%,,d, nicht linear
abhingig, also linear unabhiingig.
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Allgemein konnen wir festhalten:

S4.1  Vektoren a,,3,, .. 0. a, sind linear unabhanglg genau dann, wenn die Gleichung
c,a,+c,a,+...+c,2 -0 nur fiir ¢, =c,=...=c,=0 erfiillt ist, wenn also gilt:

c,a,+¢ya,+... +¢,a,=0 = ¢,=¢c,=...=c,=0.

12. Wie oben bereits gezeigt, hat eine Gleichung der Form ¢, &, +¢,&,+...+c,&,=0 stets

die Losung c¢,=c,=...=...c,=0. Man nennt diese Losung daher die ,,triviale Losung*
dieser Gleichung.
Sind die betrachteten Vektoren @,,3,, ..., 4, linear abhingig, so existiert zusitzlich eine

Losung (c,|c,]...|c,), in der fiir wenigstens eine Zahl c, gilt: ¢, +0, also eine ,,nichttriviale
Losung* der fraglichen Gleichung. Wir konnen den Inhalt von Definition D4.2 und von
Satz 4.1 also auch folgendermaBen formulieren:

D4.2a Vektoren a,, a,, ..., a, heiflen ,,Jinear abhiingig* genau dann, wenn die Gleichung

c A, +c,a,+...+¢,a,=0

eine nichttriviale Losung besitzt.

S4.1a Vektoren a,, 2,, ..., a, sind linear unabhiingig genau dann, wenn die Gleichung
¢, &, +¢; 8, +...+¢,a,=0

nur die triviale Losung besitzt.

13. Die Zahlen ¢y, ¢,, ..., C,, durch die die lineare Abhdngigkeit von Vektoren 2, az, g i
ausgedriickt wird, sind in kemem Fall eindeutig bestimmt. Mit

iy Gy vt O

geniigen in jedem Fall z.B. auch die Zahlen

2¢,,2¢,,...,2¢, und die Zahlen —%cl,—%cz,..,,—-%cn,

n

allgemein die Zahlen

ke, ke,, ..., ke, (mit k%0)

der Bedingung. Man sagt: die Zahlen c,,c,,...,c, sind in jedem Fall nur ,bis auf einen
Faktor bestimmt. Beachte, daB3 dieser Faktor ungleich 0 sein muf!
1 2 4
Beispiel: Die Vektoren a, = —3|; a,={ —1 | und a;=| 3| sind linear abhingig; denn
2 1 -1

mit den Zahlen ¢, =2; ¢c,= —3 und ¢y =1 gilt:

1 . 4 2-6+4\ (0
28,38, +8,=2 (-3 |-3 -1 |+| 3|=[-6+3+3]=[0]=0.

2 1 =1 4-3-1 0
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Mit ¢} = —3c¢c;=—6; ¢, =—3¢,=9 und c¢= —3c;= —3 gilt aber auch:

1 2 4\ [— 6+18—12\ [0
—67,493,-38,=—6{-3|+9|-1]-3| 3|=| 18— 9-9]=|0]|=0.
2 1 -1/ \-124 9+ 3/ \o

14. Es kann aber auch sein, daB es auBer den Zahlen c,,c,,...,c, weitere Zahlen
d,,d,, ..., d, gibt, die nicht Vielfache der c, sind und ebenfalls die Bedingung fiir die lineare
Abhingigkeit der gegebenen Vektoren @, a,, ..., &, erfilllen. Wir haben dies oben bereits an
Beispielen gezeigt (Seite 44). Wir behandeln ein weiteres

_J=2 3 — -
Beispiel: Die Vektoren 5’1=< 3), 5'2=( 1); 53=( 1) und 5'4=( 1) sind linear
— : - -5 2 0

abhingig; denn mit den Zahlen ¢, = -2, ¢c,=2, ¢c;=1 und c, =3 gilt:

-2 3 —4 -2 0
(—2)5’1+25’2+53+3£’4=(—2)( 3)+2( 1>+( 1)+3( 1):(0)=6.
—4 -5 2 0 0

Mit den Zahlen d,=3; d,=—2; d;=1 und d,= —8 gilt aber ebenfalls:

-2 3 —4 =D
35'1+(—2)a*2+5’3+(—8)54=3( 3)+(—2)( 1)+< 1)+(—8)( 1):(
—4 -5 2 0

Dabei gibt es keine Zahl k, fiir die d,=kc; (i=1, 2, 3, 4) wire.

0

0 |=0.
0
Offen bleiben in diesem Zusammenhang zwei Fragen:

1) Wie kann man die betreffenden Zahlen finden? Darauf werden wir in §6 eingehen.

2) Worin liegt der Grund dafiir, dal die lineare Abhéngigkeit dieser Vektoren durch Zahlen
¢y, C,, Cy, €, und durch Zahlen d,, d,, d;, d, ausgedriickt werden kann, die nicht zueinander
proportional sind? Auch dieses Problem werden wir unten kldren.

Ubungen und Aufgaben

1. Berechne den Vektor b=r,7, +1,8,+1,8,!

%) al:(—l)’ a2=(o), a3=( 2); r,==2 1,=1, 1;=2

a7 am()

2. Berechne den Vektor b=r, &, + 1,8, +I38,+1,8,!

-1 2 4 -1
a,=| 0),a,=|-3),38,=(0],a,=(-2); r,=2r,=-3r;=-21,=4
2 1 0 1

o]

1
3=(3); r,=3, 1,==2, ry=2.
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10.

11.

. Priife jeweils, ob der eine Vektor aus dem anderen linear erzeugt werden kann!

2 (Do ) o (33 o ()

2 3 16 —-28

. Begriinde arithmetisch, daB sich bei den folgenden Vektorpaaren keiner der beiden

Vektoren aus dem anderen linear erzeugen ldBt! Begriinde dies bei a) auch an Hand
einer Zeichnung!

2 —4 ) -6 V2 -2
2 L6 ()9 o () o (5} L

‘ -1 3 1 3
Gegeben sind die Vektoren @, = ( 2), a4,= (_2), dy= (3) und b= ( i) (vgl. Seite 43).

. b . . . ..
a) Zeige, daB sich b aus je zwei der Vektoren @, @,, &, linear erzeugen 14Bt!
. . =* T .
b) Zeige, daB sich &, aus &,,d, und b und auch @, aus a,, a2, und b linear erzeugen
l1aBt!

-2 1 =5
. Gegeben sind die Vektoren &, = ( 1), a,= (—2) und b= ( 4) (vgl. Seite 43). Zeige,

3
daB @, aus @; und b linear erzeugt werden kann!

5 1

. Stelle zeichnerisch und rechnerisch den Vektor b als Linearkombination der Vektoren S

und &, dar!

woe(Da) w7 w5-()an( ) o)
05l we(ac) 05Dl we(Y

&)

. . P i .
. Zeige, daB sich b, und b, aus @,, @, und @, linear erzeugen lassen!

1 1 7 —4 3
a,=| 2|,8,=| o], a3,=| 1]|; b= 4) b,=( 7
~1 —1 0 0 5

. Zeige, daB sich der Vektor b auf mehrfache Weise aus den Vektoren &,, a, und a,

erzeugen 1408t!

R A

1 —2 —i1
b) 51: <_3)’ 5»2:( 1), 53:<_2), _b':< )
2 =], 1

Priife, ob sich in Aufgabe 9 der Vektor b auch aus den Vektoren @, und @, (oder aus @,
und &, oder aus &, und @;) erzeugen ldBt und ob dies auf mehrfache Weise moglich ist!

— O W

Bringe die folgenden Vektorgleichungen auf die Form ¢, &, +¢,&, =0 und zeige dadurch,
daB die Vektoren @,, &, jeweils linear abhingig sind!

> 1 2> _ 12 — > 1z > oo
a) a,=—74, b) 33, = —33a, c) a,+2a,=—3a, d) 3, —3a,=a,
3

a) 23,—33,=3, -1, f) 43, =213, 33, g) 23,-38, =27, —
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12. Zeige, daB3 die drei Vektoren linear abhingig sind und daB sich jeder von ihnen aus den
beiden anderen linear erzeugen 14Bt!

o ()G G o 6k (5)

) L % 2 s N 3\ 4\ .
13. a) Zeige, dal3 die vier Vektoren @, = ( 3), A= (2), a3=( ), a,= ( ) linear abhin-
gig sind! a —8 !
b) Zeige, daB bereits je drei von den vier Vektoren linear abhingig sind !

14. Zeige, daBl die vier Vektoren linear abhdngig, die ersten drei Vektoren jedoch linear
unabhéngig sind!

Gk GH 62D oG

Il Séatze zum Begriff der linearen Abhangigkeit

1. Wir wollen im folgenden einige einfache Sétze herleiten, die sich unmittelbar aus der
Definition D 4.2 ergeben.

Nach den einfiihrenden Uberlegungen sind die Definition D4.2 (bzw. D4.2a) und der Satz
S4.1 (bzw. S4.1a) zunédchst nur auf Félle mit n>2 zu bezichen. Man kann sie rein formal
aber auch fiir n=1 anwenden.

Die Gleichung ¢, d, =0 ist fiir eine Zahl ¢, mit ¢, %0 nur erfiillt, wenn @, =0 ist. Fiir @, 40
gilt namlich: ¢,d, =0 = ¢, =0.

Somit kbnnen wir sagen:

S42 1) Ein Vektor 7 ist linear abhingig genau dann, wenn a =0 ist.

2) Ein Vektor @ ist linear unabhiingig genau dann, wenn 3 %0 ist.

2. Wenn man von dem soeben behandelten Sonderfall eines einzelnen Vektors absieht, dann
werden die Eigenschaften der linearen Abhéngigkeit bzw. Unabhingigkeit (fiir n>2) nicht
von den einzelnen Vektoren Z, ausgesagt, sondern von der Gesamtheit dieser Vektoren.
Daher sagt man gelegentlich auch: die Vektoren #,,@,,...,a, sind ,,voneinander linear
abhéngig*.

Bemerkung: Aus dem genannten Grunde kdnnte es zweckmiBig erscheinen, die Eigenschaf-
ten der linearen Abhédngigkeit bzw. Unabhéngigkeit der Menge der betreffenden Vektoren,
also der Menge {3,,d,,...,d,} zuzuschreiben. Dieses Vorgehen wiirde aber in bestimmten
Fillen zu Schwierigkeiten fiihren.

3 1 3
Beispiel : 51:(_1); é’zz(z); §3=(_1)

Wegen d, =3, ist {Z,,d,,8,}={d,,d,}. Wegen a, =4, sind aber die Vektoren 7,,3,,3,
linear abhingig, wihrend die Vektoren @, und &, linear unabhingig sind. Begriinde dies
(Aufgabe 1)!
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3. In den einfiihrenden Uberlegungen des I Abschnittes haben wir die Frage, ob Vektoren
linear abhdngig oder linear unabhingig sind, nur auf Vektoren bezogen, die sdmtlich vom
Nullvektor verschieden sind. ‘

In Definition D4.2 wird der Nullvektor aber nicht ausdriicklich ausgeschlossen. Wir wollen
also iiberlegen, wie die Frage nach linearer Abhéngigkeit bzw. Unabhdngigkeit zu beantwor-
ten ist, wenn unter den Vektoren der Nullvektor vorkommt, wenn also z.B. @, =0 ist. Die
Bedingung von Definition D4.2 ist dann stets erfiillt; wéhlt man ndmlich z.B. ¢, =1 und
C,=cCy=...=¢, =0, so gilt:

10407, +0&,+... +08,=0+0+0+...+0=0.

Da ¢, =0 ist, sind die Vektoren @, =0, a,, ..., &, nach Definition D4.2 linear abhingig. Es
gilt also der Satz

S43  Befindet sich unter den Vektoren @,,3,,...,a, der Nullvektor 0, so sind diese
Vektoren linear abhéngig.

4. Falls n Vektoren &, 8,, ..., a, linear abhingig sind, muB fiir wenigstens eine der Zahlen
¢, gelten: ¢, +0. Daher kann man die Gleichung

-

c 8, +C,8,+...4+¢,q,=0

nach dem zugehorigen Vektor @, auflosen. Gilt z.B. ¢, +0, so ergibt sich:

C C C
1
- - 3 = n—w.

a,= —aal—a%—... G, o
Dies bedeutet, daBl wenigstens einer der Vektoren, in diesem Fall der Vektor @,, aus den
anderen Vektoren linear erzeugbar ist.
LaBt sich umgekehrt wenigstens einer von n Vektoren @,,d,, ..., d, aus den anderen linear
erzeugen, dann sind die Vektoren auch linear abhingig. Gilt dies z.B. fiir den Vektor @,
dann gibt es Zahlen r,,1,,...,1,_, mit

- - - -
a,=ra;+nd, ..+, 18, 4,

also r,8,+1,8,+...+1,_,&,_, +(—1)3,=0.
Wegen —1+0 sind @,,2,, ..., 8, also linear abhingig. Entsprechend verfihrt man, wenn sich

ein anderer Vektor @, aus den iibrigen linear erzeugen 1dBt. Damit haben wir bewiesen:

S44  Vektoren 2a,,3,,...,a, sind linear abhingig genau dann, wenn es unter ihnen
wenigstens einen gibt, der sich aus den anderen linear erzeugen lafit.

5. Sind n Vektoren &, @,, ..., a, linear unabhéngig und 148t man einen davon weg, z.B. den
Vektor @,, so sind auch die restlichen Vektoren linear unabhingig. Fiir linear unabhingige
Vektoren gilt ndmlich nach Satz S4.1:

¢ a;+e,a,+...+¢,2,=0 = ¢;=c,=...=¢, =0,

Wiirde die Gleichung ¢, &, +¢,@,+...+¢,_,&,_, =0 von Zahlen ¢,,c,, ..., c,_, erfillt, die

—19n_

nicht alle gleich 0 sind (z.B. ¢, +0), so wiirde mit diesen Zahlen auch gelten:

c 8, +¢C,a,+...+¢ 8 +...+c,_,8a,_,+08,=0;

n—1%n—

|
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die Vektoren &,,3,, ...,d, wiren entgegen der Voraussetzung also nicht linear unabhingig,
sondern linear abhéngig. Damit haben wir bewiesen:

S4.5  LéBtmanbeinlinear unabhiingigen Vektorend,, d,,...,d, einen Vektor weg, so sind die
restlichen Vektoren ebenfalls linear unabhiingig.

6. Filigt man umgekehrt zu n unabhidngigen Vektoren @,,a,,...,a, einen weiteren Vektor
d,,,; hinzu, so kann man iiber die Abhéngigkeit bzw. Unabhidngigkeit der Vektoren
a,,a,, ..., d,, nichts aussagen. Bestitige dies an selbstgewéhlten Beispielen (Aufgabe 2).

Sind die Vektoren @,,7,, ...,a, dagegen linear abhingig, so sind nach Hinzunahme eines
weiteren Vektors @, , auch die Vektoren @,,3,, ..., d,,,; voneinander abhdngig. Dabei mu83
der hinzugefiigte Vektor natiirlich von ,,derselben Art® sein, also genau so viele Koordinaten

haben wie die Vektoren @, ..., a,. Es gilt der Satz

S4.6  Fiigtmanzunlinear abhiingigen Vektorend,, @, ..., 4, einen Vektor 4, , hinzu, so sind
auch die Vektoren d,,4,,...,3,,, linear abhiingig.

Der Beweis soll in Aufgabe 3 gefiihrt werden.

Ubungen und Aufgaben
1. Begriinde, daB drei Vektoren @,, @,, @, linear abhingig sind, wenn z.B. &, =&, ist!
1 0
2. Gegeben sind die linear unabhidngigen Vektoren @, =| 3| und &,=( —1]. Ermittle
zwei Vektoren @, und @,, so daB -2 2
a) @,,4d,,a; linear unabhingig; b) @,,2,,d, linear abhingig sind!

3. Beweise den Satz S4.6!

4. Zeige mit Hilfe von Definition D4.2, daBB wenigstens zwei Zahlen c;, ¢, (i+k) von Null
verschieden sein miissen, wenn unter den linear abhingigen Vektoren #,,3,, ...,4a, der
Nullvektor nicht vorkommt!

5. Zeige, daB die Vektoren @, ,, ..., ,, b linear abhiingig sind, wenn gilt
b=r,a, +1,8,+...+1,a,! Zeige ferner, daB wenigstens eine Zahl r, von Null ver-
schieden sein muB}, wenn b nicht der Nullvektor ist!

6. Zeige, daB vier Vektoren a,, @,, @5, 2, linear abhédngig sind, wenn schon
a) @,,d,; b) @,,a,,a, linear abhiingig sind!

7. Zeige allgemein: Wenn zwei Vektoren @, und 2, linear abhingig sind, dann sind auch die
folgenden Paare von Vektoren linear abhidngig!
a) 4, und @, +4d, b) &, -7, und 7, ¢) d,+%, und 2, -2,
d) 7, und td, +3, e) rd, +sd, und 7, f) rd, und sa,
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ll. Lineare Abhangigkeit bei ebenen und raumlichen Vektoren

1. Wir wollen uns im folgenden iiberlegen, welche Bedeutung der Begriff der linearen
Abhingigkeit flir ebene und fiir rdumliche Vektoren hat.

Wir untersuchen zunichst, welche geometrische Bedeutung es hat, wenn zwei ebene oder
zwei rdumliche Vektoren linear abhingig sind.

Beispiele :

6 9
1) Die beiden Vektoren &, = < 8) und @, = ( 12) sind linear abhiingig; denn es gilt z.B.:

6 9 18—18\ [0\ -
3, -28,= 3 - ={" =8
38,22, 3(—8) (—12) (724+24) (0)

Man kann diese Gleichung z.B. nach @, aufldsen; es ergibt sich:
2
= _ - =y _é—i
2a,=3a, < a,=3a,.

Dies bedeutet, dal es sich um parallele Vektoren handelt; wegen %>O sind diese Vektoren
sogar gleichorientiert.

3 — 5
2) Die beiden Vektoren @, =| —9 | und @,=| 15 | sind linear abhéngig; denn es gilt z.B.:
6 —10
3 — 5 15—15 0
58, +38,=5[-9|+3 15 )= —-45+45)=( 0 |=0.
6 —-10 30—-30 0

Auch diese Gleichung kann man z.B. nach @, auflgsen; es ergibt sich:
A - = 57
3a,=—5a; & a,=—34,.

Auch dies bedeutet, daB es sich um parallele Vektoren handelt; wegen —3<O0 sind diese
Vektoren entgegengesetzt orientiert.

Bemerkung: Da parallele Vektoren Vertreter besitzen, die auf derselben Geraden (lat. linea
recta) liegen, nennt man solche Vektoren auch ,kollinear. Wir werden dieses Wort im
folgenden meist verwenden.

2. Was wir an den Beispielen erkannt haben, gilt allgemein: sind zwei ebene oder zwei
rdaumliche Vektoren &, und &, linear abhingig, so sind sie kollinear (parallel). Denn fiir
solche Vektoren gibt es nach Definition D4.1 zwei Zahlen ¢; und ¢, mit

- - ~
c,a,+c,a,=0,

wobei wenigstens eine dieser Zahlen von O verschieden ist.

= €
1) Ist c, +0, so ergibt sich: a, = o a,;
1
3 . . s C —
2) Ist ¢, =0, so muB c,+0 sein und es ergibt sich: g, = b .
)

In beiden Fillen sind &, und &, kollinear.

Beachte: Dies gilt auch, wenn &, oder @, der Nullvektor ist!
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3. Man kann vermuten, daB auch das Umgekehrte gilt, daB ndmlich zwei parallele Vektoren
stets linear abhédngig sind. Dabei haben wir zu beachten, dall unter den beiden Vektoren der
Nullvektor sein kann.

Sind zwei Vektoren &, und &, zueinander parallel und ist @, +0, so gibt es stets eine Zahl r
mit

d,=rd,, alsora, +(—1),=0;

ist @,+0, so gibt es eine Zahl s mit

7,=sd,, also 1@,+(—s)a,=0.

Fiir @, =7, =0 gilt zB. 1, +17,=0.

In allen Fillen ist also die Bedingung fiir die lineare Abhéngigkeit von Definition D4.2
erfiillt. Damit haben wir bewiesen:

S4.7  Zwei ebene oder zwei riumliche Vektoren sind linear abhingig genau dann, wenn
sie parallel (kollinear) sind.

4. Als ndchstes wollen wir untersuchen, welche geometrische Bedeutung es hat, wenn drei
(ebene oder rdumliche) Vektoren linear abhingig sind. Nach Definition D4.2 gibt es dann
drei Zahlen ¢, c,, ¢; mit

=
¢, 8 +c,8,+c3a;=0,

wobei wenigstens eine der Zahlen von O verschieden ist. Wir erdrtern hier nur den Fall, daB3
c3#0 ist. Alle anderen Fille sind analog zu behandeln oder konnen durch Umbenennung
der Vektoren auf diesen Fall zuriickgefiihrt werden.

Ist also z.B. ¢; +0, so kann man die Gleichung nach &, auflgsen; man erhilt:

C e
> 1= 7 e
A, =——a; ——a,.
C3 3
. . . . . . C1 Cz
Zur Vereinfachung fiihren wir die folgenden Abkiirzungen ein: r;,=—— und r,=——=;
1 2 H
C3 C3
dann gilt: @,=r,8,+r,8, (mitr,,r,eR). [1

Hier haben wir nun die folgenden Fille zu unterscheiden:
1) Sind bereits @, und &, linear abhingig, also kollinear, so ist auch @, zu beiden Vektoren

kollinear.
Beispiele:

0 am( 3 ae(Y 5o

oL N =6\ [ 12 6+6-12\ O\ -  _
B gilts 25 —3, —&, =2 _ _ _ _(9_ 5% 5
S gt 28, —a; 4, (—1) ( 2) (—4) (—2—2+ 4) (0) 0y 8158 82, 4,

Wegen a@,= —2&, sind &, und &, kollinear; daher ist auch &, zu @, und zu &, kollinear; in
der Tat gilt:

= - -
a;=4a, und a;=2a,.
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=3 9 6
b) B=| 1]; 8,=(-3]|; &={-2
2 -6 4
= 9 6\ [—3+9-6\ [0
Es gilt: @, +a,—a,= 1|+ -3])—(-2]|=| 1-3+2]|=[0]=0, also @,=37,+3a,.
2/ \-6/ \-4 2-6+4/ \o
Wegen &, = —34, sind @, und &, kollinear; daher ist auch @, zu &, und zu @, kollinear; in

der Tat gilt: @,=—2&, und 53=%§2.
Wir konnen den Sachverhalt selbstverstdndlich auch allgemein beweisen.

-

«) Ist @, =0, so gilt: 1, +0@,=0; und nach Gleichung [1] ist &, =r,7,;
B) Ist 3,=0, so gilt: 12,+03,=0; und nach Gleichung [1] ist d;=r, ;.

1

Dabher ist @, in beiden Fillen sowohl mit @, wie mit @, kollinear.
y) Ist dagegen @, +0 und a, =#:6, so gibt es eine Zahl s mit s=0 und

-

a,=sa,, also ax—gaw
daraus ergibt sich:
- = o - = 5 = 5
ay=r,a;+1,8,=1,8, +1,(88,)=r,8, +(r,8)a,; =(r; +1,5)a,
und

1 r r
1

a;=r,8,+r1,8,=r, (—5’2)+r252=—‘ a,+r1,8,= (—+r2) ,.
S S S

Also ist auch in diesem Fall @, sowohl mit &, wie mit @, kollinear, g.e.d.

2) Sind die Vektoren @, und &, linear unabhingig, also nicht zueinander parallel, so haben
wir bei der Bedingung

d,=r,8,+r1,3,

drei Fille zu unterscheiden. Sind beide Zahlen r, und r, von O verschieden (r,, r,=+0), so
liegt eine Situation vor, wie sie in Bild 4.6 dargestellt ist. Die beiden anderen Fille mit r, =0,
also @;=r, 2, und r, =0, also @,=r,&, sind in den Bildern 4.7 und 4.8 dargestelit.

ay

Bild 4.6 1 ra Bild 4.7 Bild 4.8

In allen diesen Fillen gibt es Vertreter der drei Vektoren @,,a, und @;, die in einer Ebene
liegen.

Dies ist fiir ebene Vektoren selbstverstdndlich; bei rdumlichen Vektoren liegt dagegen ein
Sonderfall vor; denn in den meisten Fillen gibt es fiir drei rdumliche Vektoren &, @, und @,
keine Vertreter, die in derselben Ebene liegen.
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Wir definieren:

D4.3 Vektoren heifien , komplanar* genau dann, wenn es Repriisentanten der Vektoren
gibt, die in derselben Ebene liegen.

Bemerkungen :

1) Der Begriff der Komplanaritét ist normalerweise nur auf rdumliche Vektoren anzuwen-
den. DaBl ebene Vektoren komplanar sind, ist selbstverstindlich; denn die Vertreter ebener
Vektoren liegen natiirlich alle in derselben Ebene.

2) Kollineare (parallele) Vektoren sind erst recht komplanar; vergleiche die Beispiele a) und
b) von Seite 55!
Das Ergebnis unserer Uberlegungen halten wir fiir riumliche Vektoren fest im Satz:

S48  Wenn drei riumliche Vektoren linear abhéngig sind, dann sind sie komplanar.

5. Es ist zu vermuten, daBl auch zu diesem Satz die Umkehrung gilt, daB also drei kompla-
nare Vektoren stets auch linear abhéngig sind.

Wir wollen den Beweis fiir diesen Sachverhalt so fithren, daBl er den Sonderfall ebener
Vektoren — die ja trivialerweise komplanar sind — mit enthélt. Wir beweisen also gleichzei-
tig, daB3 drei ebene Vektoren stets linear abhéngig sind.

Wir haben wiederum zwei Félle zu unterscheiden:

1) Sind zwei der drei Vektoren — z.B. @, und @, — kollinear, also linear abhingig, dann
gibt es zwei Zahlen c,, ¢, mit (c,|c,)=+(0]0), so daB} gilt:

o
c,a,+c,a,=0,
also auch

¢, @, +¢,3,+08,=0 (mit ¢, +0 oder c,=+0).

Dies bedeutet, daB diese drei Vektoren linear abhédngig sind.
Beachte, daB auch @, =0 oder @, =0 sein kann!

2) Wenn unter den drei Vektoren sich kei-

ne zwei befinden, die kollinear sind, dann

haben drei Pfeile UA;, UA, und UA;, die

als Vertreter der drei Vektorenan einem Punkt

U angetragen werden, paarweise verschiede-

ne Richtungen. In Bild 49 sind durch die

Spitze A, des Pfeils zu @, Parallelen zu den

beiden anderen Pfeilen eingezeichnet. Diese U
schneiden die Geraden g,(U,A;) und
g,(U, A,) in zwei Punkten B, und B,. Die
Pfeile U—B; und U—B; sind Vertreter zweier
Vektoren gl und Bz, die zu @, bzw. &, kollinear sind. Daher gibt es zwei Zahlen ¢, c,+0
mit

As

B,

Bild 4.9 gs

> — = —
b,=c,2; und b,=c,a,.
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Somit gilt: &,=b, +b,=c,a, +¢,3,, also ¢,a, +¢,&,+(—1)a,=0.

Daher sind @, &, und @, tatséchlich linear abhiingig.

Damit haben wir zwei Sdtze bewiesen, einen fiir ebene, einen fiir rdumliche Vektoren,
ndmlich:

S4.9  Drei ebene Vektoren a,, a, und 2, sind stets linear abhingig.

S4.10 Drei riumliche Vektoren a,, a, und 2, sind linear abhiingig genau dann, wenn sie
komplanar sind.

Bemerkung: Wir haben den Beweis fiir die beiden vorstehenden Sidtze durch geometrische
Uberlegungen gefiihrt. Fiir ebene Vektoren (Satz S4.9) kann man den Beweis auch arithme-
tisch fiihren. Wir werden uns in § 7 mit dieser Frage beschiftigen.

6. Aus Satz S4.9 ergibt sich unmittelbar, daB man aus der Menge V, hochstens zwei linear
unabhiingige Vektoren @, und @, herausgreifen kann. Mit Hilfe zweier solcher Vektoren kann
man jeden weiteren ebenen Vektor @, linear erzeugen. In Bild 4.10 sind drei Beispiele
dargestellt.

Bild 4.10a

Bild 4.10b

Bild 4.10¢
In allen drei Fallen gilt: @5=r, @, +1,8,; fiir die Zahlenfaktoren r, r, gilt in
Bild 4.10a: r; >0 A r,>0; Bild 410b: r; >0 A 1,<0; Bild 410c: r, <0 A 1,<0.

Man sagt: zwei linear unabhéngige ebene Vektoren ,spannen die Ebene auf; sie bilden eine
,,Basis‘‘ der Ebene.
Der einfachste Fall einer Basis liegt vor bei den Vektoren

1 0
é’lz() und &:().
0 - 1 kxz

Dies'sind die Basisvektoren eines Koordina-
- tensystems (Bild 4.11). af.
Wir haben diese Vektoren mit dem Buch- e g
staben ,,e“ bezeichnet, weil sie den Betrag 1
haben: €
[€,|=%,|=1. Bild 4.11 % Hs .
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Bemerkung: Man nennt Vektoren, die den Betrag 1 haben, ,,Einheitsvektoren‘‘.

- [(ag) . : - - ;
Jeder ebene Vektor a= ( 1) ist aus den Basisvektoren €, und €, erzeugbar; es gilt:

s

1 0 0 0
=a,€ +a,8,=2a, (0>+a2 (1)= ("E)+ (a ):(gfa ):(21>(Bild 4.11, Seite 58).
2 1 2

®)

7. In der gleichen Weise wird auch eine im Raum Rj liegende Ebene ¢ von zwei linear
unabhingigen rdumlichen Vektoren &, und @, aufgespannt, falls diese Vektoren Vertreter
haben, die in der betreffenden Ebene liegen; denn nach Satz S4.10 ist jeder weitere mit &,
und @, komplanare Vektor @, von a, und

@, linear abhingig, also aus diesen erzeug- —
b;r. TR
Wihlt man zwei Vertreter von @; und &,,
die von einem Punkt U der Ebene ausge-
hen, so gibt es zu jedem Punkt A der Ebe-
ne einen Pfeil ﬁ, dessen Vektor @ als Li-
nearkombination von @, und @, dargestellt
werden kann:

d=rq,+r,8, (Bild 4.12). Bild 4.12

Beachte, daB jede zur Ebene ¢ parallele Ebene ¢, ebenfalls von den Vektoren &; und 2,
aufgespannt wird! Wir werden in §5 darauf zu sprechen kommen, wie solche Ebenen in ihrer
Darstellung zu unterscheiden sind.

8. In Satz S4.9 ist ausgesagt, daB} drei ebene Vektoren stets linear abhédngig sind. Man kann
vermuten, daB eine analoge Aussage fiir vier rdumliche Vektoren gilt:

S4.11 Vier riumliche Vektoren a,, 4,, 2, und a, sind stets linear abhiingig.

Beweis: Wenn sich unter den vier Vektoren drei Vektoren befinden, die komplanar sind, so
sind alle vier linear abhingig. Begriinde dies im einzelnen (Aufgabe 12b)!

Wir brauchen uns also nur mit dem Fall zu beschéftigen, daB unter den vier Vektoren sich
kein Tripel komplanarer Vektoren befindet. Dann kann man wiederum jeden der vier
Vektoren, z.B. @,, durch die drei anderen linear erzeugen.

In Bild 4.13 ist der Sachverhalt dargestellt:
man trigt Vertreter aller vier Vektoren an
einem Punkt U an und zeichnet durch die
Spitze A, des Pfeils zu &, die Parallele zu
d,. Diese schneidet die von @, und &, ,auf-
gespannte Ebene in einem Punkt B. Der
Pfeil UB ist Vertreter eines Vektors B, der
mit &, und @, komplanar ist, den man also
aus @, und &, erzeugen kann:

b=r,&,+r1,&, mit r,,1,+0. Bild 4.13 &
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Der Pfeil BA, ist Vertreter eines Vektors €, der kollinear zu @, ist, fiir den also gilt:

S=r;d,; mit ry+0.
Insgesamt gilt also:

@,=b+¢=r,8,+1,8,+1,8;, qed.
Bemerkung: Man kann auch diesen Satz arithmetisch beweisen. Vergleiche §7, I1I!
9. Aus Satz S4.11 ergibt sich, daBl man aus der Menge V, hdchstens drei linear unabhéngige
Vektoren @,,a,,d; herausgreifen kann; jeder weitere rdumliche Vektor @, kann dann aus
a,,d,,8d, linear erzeugt werden. Man sagt: drei linear unabhingige Vektoren ,,spannen den
Raum auf*; sie bilden eine ,,Basis‘“ des dreidimensionalen Raumes.

Der einfachste Fall einer Basis liegt vor bei
den drei Einheitsvektoren

A,
1 0 0 \J
€, =0];&=(1] und &=|0]. P
0 0 1 i
Dies sind die Basisvektoren eines Koordi- g §
natensystems (Bild 4.14). Man kann jeden 1 1 -
a IR
raumlichen Vektor 2= a, | aus diesen Basis- a,e, e‘\\ ! /// o
a, : \\r';i/ e
vektoren erzeugen; es gilt (Bild 4.14): Bild 4.14 s
d=a, € +a,6,+a,¢,
1 0 0 a; 0 0 a,+0+0 a;
=a,;[0|+a,[1]|+a;|0|=(0 |+{a,|+|0 |=[0+a,+0|=(a,|=2a.
0 0 1 0 0 a, 0+0+a, a,

10. Im I. Abschnitt (Seite 48) haben wir an einem Beispiel gezeigt, da sich ein ebener
Vektor b in mehrfacher Weise aus drei ebenen Vektoren linear erzeugen ldaBt. Wir konnen
jetzt erkldren, worin dieser Sachverhalt begriindet ist. Wir greifen das Beispiel von Seite 43
wieder auf:

—1 ’ i Lo
51:( 2); §2=(_;); 532(3) and b:(—4)'

Wie oben gezeigt, gilt u.a.
1) b=3%,+2%,+(—2)d;, 2) b=—83, 38,427, und 3) b= —37, —13,+07,.

In Satz S4.5 haben wir festgestellt, daBB drei ebene Vektoren @, @, und @, stets linear
abhingig sind. Da in unserem Fall alle drei Vektoren vom Nullvektor verschieden sind, 1483t
sich jeder der drei Vektoren aus den beiden anderen linear erzeugen, z.B. @, aus @, und @,.
Es muB also Zahlen r,, r, geben mit

r,a;+r,a,=2a,.
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Wir 18sen das sich aus dieser Bedingung ergebende lineare Gleichungssystem

-2

4r1+3r2=1‘~2
-1

A2r,—=21r,=3|-3

mit Hilfe der angegebenen Faktoren; es ergibt sich:
4r, =11 A dr,=5 < ;= A r,=3.

Tatsdchlich gilt:

L. 4 3\, (—11+15 A
%a”’%az:%( 2>+%(—2>:i( 22—10)%(12 :(3):a3'

Wir konnen also in den Gleichungen 1) und 2) @5 durch 41&, +2&, ersetzen. Wir erhalten:
1) b=3%,+28,—28,=37, +28, —2(4%, +38,) =3 —4D)a, +2—9)a,= —17, —18,;
2) b= 83, —37,+27,= —83, -3, +2(4L3, +37,)

—(~8+L)3, +(-3+9)7,= 38, -1a,.

Auf diese Weise kann man aus den beiden Gleichungen 1) und 2) die Gleichung 3) herleiten.
Der Grund fiir den in Rede stehenden Sachverhalt ist also die Tatsache, daB3 die drei
Vektoren @,, @, und &@,, aus denen der Vektor b erzeugt wird, ihrerseits bereits linear
abhéngig sind.

11. Anders ist die Situation bei Beispiel 2) von Seite 43. Wir haben dort gezeigt, daB der

—35 -2 1
Vektor b={ 4| sich aus den Vektoren a4,= 1] und a,=|—2| nur auf eine Weise
1 3 ’ 5

linear erzeugen ldBt, daB die betreffenden Faktoren r; und r, bei diesem Beispiel also
eindeutig bestimmt sind. Der Grund liegt darin, daB die beiden Vektoren @, und @, linear
unabhiingig sind. Daher kann jeder weitere rdumliche Vektor € aus &, und @, nur auf eine
Weise oder iliberhaupt nicht erzeugt werden. Man kann sich dies auf die folgende Weise
allgemein klarmachen. Wir setzen voraus, daB zwei Vektoren &, und @, linear unabhingig
sind, daB also gilt:

- - =
cya;+c,a,=0=c,=c,=0.
. oo . i
Gilt nun fiir einen Vektor b
g — — T — —
b=r;a;+r,a, und b=s;a; +s,3a,,

so erhdlt man durch Subtraktion der beiden Gleichungen und durch Anwendung des
Distributivgesetzes:

(ry —sy)a; +(r, —s,)a,=0.
Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit der Vektoren @, und @, folgt daraus:
ri—s;=0Ar,—s,=0, alsor,=s; Ar,=s,.

Die beiden Darstellungen des Vektors b sind also identisch; zwei verschiedene Darstellungen
fiir b gibt es nicht.
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12. Entsprechend ist die Situation auch bei Vektoren mit mehr als drei Koordinaten. Wir
behandeln ein Beispiel fiir Vektoren mit vier Koordinaten. Gegeben seien die Vektoren

1\ -1 -5
— - - *1 — l
a, = ? ; a,= ) und a;= 4
3 3 3

-
Aus diesen Vektoren erzeugen wir einen weiteren Vektor b:

3+3-10 —4

e " = —6+3+ 2 =] -

32, —-33a,+2a,= 364 8|~ 5 =b [
G-+ & 6

Dieser Vektor b ist aus &,, &, und &, auch auf die folgende Weise erzeugbar:
—7,+34,40%,=b [21.

Der Grund fiir diesen Sachverhalt ist die Tatsache, daB die Vektoren @,, @, und @, linear
abhéngig sind; es gilt ndmlich

—2%,+38,-3,=0, also d,= —27, +3%,.
Setzt man dies in die Gleichung [1]ein, so erhdlt man

b=3%, —38,+28,=3%, —38,—48,+6d,= —&,+37,, also die Gleichung [2].

13. Was wir an den vorstehenden Beispielen deutlich gemacht haben, 14Bt sich allgemein
beweisen. Es gilt der Satz

$4.12 Sind n Vektoren @,,3,, ..., a, linear unabhiingig, so liBt sich jeder Vektor b aus
4,,3,, ..., 4, auf hochstens eine Weise erzeugen.

Beweis: Aus b=r,3, +1,8,+...+1,8,=s,8, +5,8,+... +s,, ergibt sich durch Subtraktion
der beiden Darstellungen:
(ry =) +(r; =55) 8 + ... + (1, —5,)7, =0.
Dad,,a,,...,2, als linear unabhingig vorausgesetzt sind, folgt daraus nach Satz S4.1:
r,—s;,=0Ar,—s,=0A...A1,—5,=0,
also I, =S AI,=S5, A ... AT,=s,, q.e.d

Beachte, dal der Satz S4.12 nicht besagt, daB sich jeder Vektor b aus linear unabhéngigen
Vektoren erzeugen laBt!

1 1 0

Beispiel : Der Vektor b=| 1| ist aus den Vektoren @ =|0 | und @, =| 1 | nicht erzeugbar,
1 0 0

obwohl @, und @, linear unabhingig sind (Aufgabe 20).
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14. Wir kOnnen nun auch erkldren, warum die Erfassung der linearen Abhédngigkeit der
Vektoren

=3 3 —4 -3
d,=| 3|; &=| 1]; @=| 1] und a,=| 1!
—4 =5 2 0

des Beispiels von Seite 49 auf mehrfache Weise moglich ist. Der Grund liegt darin, daB
bereits je drei dieser vier Vektoren linear abhédngig, also komplanar sind. So gilt z.B.

3 —4 —3 6-20+14\ [0
28,458, —78,=2| 1|+5| 1|-7( 1]=( 2+ 5-7]|=|0]=0.
=5 2 0/ \-10+10+ 0/ \0

Da sich @; nach den Rechnungen von Seite 49 aus &,, &, und &, erzeugen liBt, bedeutet dies,
daf3 alle vier Vektoren komplanar sind. Schon aus zwei dieser vier Vektoren lassen sich die
iibrigen erzeugen. Zeige, daB sich z.B. &, und &, aus @, und &, erzeugen lassen (Aufgabe 22)!

Ubungen und Aufgaben

1. Untersuche zeichnerisch und rechnerisch, ob die Vektoren &, und @, kollinear, also
linear abhéngig sind!

i (a3 e (5 50 i
8\ 3 . 3N L (=2 . B :
9 51:( 3,2)’ a2:<—1,2) 9 alZ(_4>’ az:( 3) B alz(_i(s))’ a2:<ﬁzz)

2. Zeige, daB die Vektoren @,, 3, und &, paarweise kollinear sind, wenn folgende Bedingun-
gen erfiillt sind!
a) 4,=13, 23, und 3,=13, b) @, =34,-28, und 3%,-7%,=0

3. Welchen Bedingungen miissen die Zahlen r und s geniigen, wenn fiir zwei nicht kolline-
are Vektoren &, und &, die folgende Beziehung gilt?

a) rd, =sa, b) (r—1)@, +(s—1)@,=0 ¢) ra, +sa,=2(@, —4,)

4. Tst es moglich, daB zwei Vektoren nicht kollinear sind, wenn
a) einer von ihnen der Nullvektor ist, -b) beide Nullvektoren sind? Begriindung!

5. Ein Parallelogramm sei definiert als ein Viereck, dessen gegeniiberliegende Seiten durch
zwei Paare kollinearer Vektoren dargestellt werden konnen (Bild 4.15, Seite 64).
@ und b seien nicht kollinear.

a) Zeige vektoriell, daBl die gegeniiberliegenden Seiten des Parallelogramms jeweils
gleich lang sind!

Anleitung: Zeige mit Hilfe des Begriffs der linearen Abhédngigkeit, dall r=s=1 sein muB!
b) Zeige entsprechend, daB sich die Diagonalen eines Parallelogramms in ihrem Schnitt-
punkt S halbieren!

Anleitung: Betrachte die geschlossene Vektorkette zum Dreieck ABS!

¢) Zeige entsprechend, daB sich die Diagonale DB und die Transversale AM (Bild 4.16,
Seite 64) gegenseitig im Verhdltnis 2:1 teilen! (M ist der Mittelpunkt der Strecke BC.)
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10.

A A
Bild 4.15 Bild 4.16 Bild 4.17

. In einem Parallelogramm ABCD teile der Punkt T die Seite BC im Verhéltnis 2:1

(allgemein m:n). Untersuche, in welchem Verhiltnis AT die Diagonale DB teilt!
Hinweis: Verfahre wie in Aufgabe 5!

. Ein Trapez sei durch Vertreter der vier Vektoren 3, b, ¢ und d mit a=—2¢ und

@+b+c+d=0 gegeben (Bild 4.17). In welchem Verhiltnis teilen sich die Diagonalen?

. Beweise vektoriell, daB sich in jedem Dreieck ABC die Seitenhalbierenden zweier Sei-

ten wechselseitig im Verhiltnis 2:1 teilen und daB sich daher alle drei Seitenhalbieren-
den im gleichen Punkt S, dem sogenannten ,,Schwerpunkt®, schneiden (Bild 4.18)!
Anleitung: Driicke zunichst die Vektoren s, und §, durch zwei Seitenvektoren des
Dreiecks aus! Beachte dabei, daB @+b+c=0 ist!

. Zeige vektoriell, daB das von den Seitenmittelpunkten eines Dreiecks ABC gebildete

Dreieck M, M, M_ denselben Schwerpunkt hat wie das Dreieck ABC (Bild 4.18)!

A

Bild 4.18 Bild 4.19

a) Die Punkte T,, T, und T, teilen die Seitenvektoren eines Dreieckes ABC im Verhélt-
nis 1:n (m:n). Zeige vektoriell, daB das Dreieck T,T, T, den gleichen Schwerpunkt hat
wie das Dreieck ABC (Bild 4.19)!

b) Untersuche vektoriell, in welchem Verhiltnis sich die Strecken AT,, BT, und CT,
wechselseitig teilen!
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Kann man aus den folgenden Beziehungen erschlieBen, daB die Vektoren @,, @, und @,
komplanar sind?

a) 33, ~58,=28, -2, b) @, +7,-38,)=1(a,— (@, —67,))

¢) 4(d, —3,)+2(@,—28,;)+2(d,+a,)=48, d) ma, +(m—n)d,=na;, m=*0

Beweise folgende Sitze!
a) Sind unter drei Vektoren zwei kollinear, so sind die drei Vektoren komplanar.
b) Sind unter vier Vektoren drei komplanar, so sind die vier Vektoren linear abhingig.

Beweise, daB die drei Vektoren komplanar sind!
Behandle nur die Fille, in denen @, und @, nicht kollinear sind!

P~

- - — - - - - - 1= -+ - - —
a) a,,a,,8d, +2, b) d,,d,+8,,8,—4a, ¢) 58,,3,—23;,3a,+2(@@,—

-

ay)

Zeige, daB die folgenden Vektoren komplanar sind!

dEARIE I C AR IR IS

Bestimme zu den Vektoren in Aufgabe 14 jeweils einen vierten, der mit den gegebenen
Vektoren komplanar ist!

Welchen Bedingungen miissen r, s und t geniigen, wenn fiir drei nicht komplanare
Vektoren @, 8, und @, die folgende Beziehung gilt?

a) (r—1)a,+(2s—1)a,+(2-1a,=0

b) 28, —r&d,+(s—1)(@,—a,)=ta, —a,

Untersuche, ob die folgenden Vektoren linear abhéngig oder linear unabhéngig sind!

(G LR Co B )
oF R o (R RO () () G

Bestimme die Koordinaten x,y, z so, dall folgende Gleichungen erfiillt sind! Was sagen
die Gleichungen dann iiber die Vektoren aus?

z

1]=0

4

A

Bestimme die Koordinate x so, daB die folgenden Vektoren linear abhiingig sind!
Gibt es mehr als eine Losung?

L5 G GRG0 R G
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1 1 0

20. Zeige, daBl der Vektor b=| 1 | nicht aus den Vektoren @, = 0 | und &,=( 1 | erzeugbar
ist! i 0 0

21. Ermittle zu @, und &, einen dritten Vektor &, so daB &,, @,, &, linear unabhingig sind!

1 3 1 1 3 =1
a) 3,=-1],3,={0 b) &,=(0],&,=(1 o a,=(-2]|, 3,=( 4
) 1 1 0 0 0

-2 3 —4
22. Zeige, daB sich die Vektoren @,=( 3| und @,=| 1] aus den Vektoren §3=( 1
—2 —:3 2
und 8,=| 1) erzeugen lassen!
0

23. Untersuche am Parallelflach (Bild 4.20),
ob die folgenden Vektoren komplanar &
sind !
a) die vier Raumdiagonalen, “
b) die Vektoren zu ﬁ, E, ﬁ): D :
¢) die Vektoren zu Eﬁ: BT{ ﬁ, ﬂ
d) die Vektoren zu FC: ﬁ, ﬁf, A B

e) dic Vektoren zu AH, DG, AF. Bild 4.20

24. Untersuche vektoriell, ob die in Bild 4.21 und Bild 4.22 eingezeichneten Verbindungs-
strecken benachbarter Kantenmitten am Parallelflach jeweils in einer Ebene liegen, ob
sie also ebene Sechsecke bilden!

Anleitung: Driicke zunichst alle Vektoren zu den eingezeichneten Verbindungsstrecken
durch die Kantenvektoren 7, b, € aus!
Untersuche dann zundchst die Komplanaritit von je drei der sechs Vektoren und achte
dabei auf Paare kollinearer Vektoren!

Bild 4.21 Bild 4.22

25. Stelle den dritten Vektor durch die beiden ersten zeichnerisch dar! Vergleiche Bild 4.10!

S S VB T O A B W A
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

Bestitige den Satz S4.11 fiir die folgenden Vektoren!

CHHeF G o 2
> (3 G L

Zeige, daB sich bei den Vektoren von Aufgabe 26 der folgende Vektor aus den drei

anderen linear erzeugen 1468t! a) der vierte b) der erste ¢) der zweite

Bestimme die Koordinaten x, y, z jeweils so, dal die vier Vektoren linear abhingig sind!
Zeige ferner, daB sich einer dieser Vektoren aus den drei anderen linear erzeugen 1483t !

2 1 5 4 -1 g x 3
1 2 -1 X 0 -3 2 y

2) B L= L=l b) 1Py ofl=alls
1 0 1 z 2 =] -3 z

Zeige, daBl die gegebenen Vektoren linear abhingig sind! Diese Beispiele bestétigen einen
allgemeinen Satz (vgl. die Sdtze S4.9 und S4.11). Wie lautet der Satz?

0 0 0 1 4
; 0 1 0 3
Vlop V1) lo) o) 3
1 0 0 0 o

—1 0 3 —1 4

2 —9 0 0 0

b) % I il gl \ -3 f 7

0 0 — 0 AL

Zeige, daB die gegebenen Vektoren linear unabhéngig sind!

2 0 0 0 B [
g 1=t =il | 2 b [-1), | o, [ 2
3 0o/ \-1 3 =i 0
1 2 0 0 1 = —1 |
2 1 0 0 3 1 0 1
o) ol lol V1) 3 d1_5) o a1 |
0 0 3 =] 0 0 1 ]

Bilde n voneinander linear unabhdngige Vektoren aus der Menge V!
Fiihre den arithmetischen Nachweis fiir die Richtigkeit deiner Angaben!

a) n=2; m=2 b) n=2; m=3 ¢) n=3; m=3
d) n=2; m=4 e) n=4; m=4 f) n=5; m=5
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§ 5 Die Parameterdarstellung von Geraden
und von Ebenen

I Die Parameterdarstellung von Geraden

1. In §1,1 haben wir den Grundgedanken der analytischen Geometrie erldutert: den geome-
trischen Objekten und den zwischen ihnen bestehenden Beziehungen werden arithmetische
Objekte und arithmetische Beziechungen zugeordnet; genau dann, wenn die geometrischen
Objekte in einer geometrischen Beziehung zueinander stehen, stehen die zugeordneten arith-
metischen Objekte in der zugeordneten arithmetischen Beziehung.

Nachdem wir den Vektorbegriff mit den grundlegenden Verkniipfungen der Addition und
der S-Multiplikation entwickelt haben, kénnen wir nunmehr einen ersten Schritt zum Auf-
bau der analytischen Geometrie tun. Dabei erlaubt uns der Vektorbegriff, sofort rdumliche
Geometrie zu treiben. Der Unterschied zwischen der Ebene (man spricht auch vom ,,Raum
R,“) und dem dreidimensionalen Raum (dem ,Raum R;*) wird nur darin sichtbar, da die
Vektoren des R, zwei, die des R; drei Koordinaten haben.

2. Es liegt zunédchst nahe, jeden Punkt (der Ebene R, oder des Raumes R;) durch denjenigen
Vektor zu erfassen, dessen Koordinaten mit denen des betreffenden Punktes {ibereinstimmen.
Beispiele :

2
1) Wir erfassen den Punkt P(2|3) in Bild 5.1 durch den Vektor X= (3)

3
2) Wir erfassen den Punkt P(3{5|7) in Bild 5.2 durch den Vektor X=| 5 |.

7

Man spricht in diesen Fillen jeweils von einem ,,Ortsvektor‘. Wir bezeichnen Ortsvektoren
mit X, Xy, X;, usw.

In der Regel stellen wir auBerdem einen Ortsvektor X durch seinen am Nullpunkt angetrage-
nen Reprisentanten OP dar.

(&)

Bild 5.1 Bild 5.2
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Wir definieren:

D5.1 Unter dem ,,Ortsvektor zum Punkt P* verstehen wir denjenigen Vektor X, dessen
Koordinaten mit den Koordinaten von P iibereinstimmen. Der am Nullpunkt
angetragene Pfeil OP ist also ein Reprisentant des Ortsvektors X.

3. Als nédchstes wenden wir uns dem Problem der analytischen Beschreibung von Geraden
zu. Schon im Unterricht der Sekundarstufe I haben wir uns mit Geraden beschiftigt und
dabei verschiedene Formen von Geradengleichungen kennengelernt. Diese beziehen sich aber
stets auf Geraden in der x-y-Ebene. Mit Hilfe der Vektormethode kénnen wir Geraden im
Raum R, grundsitzlich genau so erfassen wie Geraden in der Ebene R,; der Unterschied
liegt lediglich in der Anzahl der Koordinaten der betreffenden Vektoren.

4. Die cinfachste Mdglichkeit, eine Gerade
festzulegen, besteht darin, zwei verschiedene
Punkte P, und P; vorzugeben, die auf der
Geraden liegen. Wir fragen uns, wie man
mit Hilfe der Ortsvektoren X, und X, dieser
Punkte jeden anderen Punkt P der Geraden
bzw. dessen Ortsvektor X erfassen kann
(Bild 5.3).

Man erkennt, da man jeden solchen Vek-
tor X darstellen kann durch einen der bei-
den Ortsvektoren und durch einen Vektor,
der in Richtung der Geraden liegt, also z.B.
durch den Ortsvektor X, und den Vektor b zum Pfeil ?0_}":

Bild 5.3

5
X=X,+b.

Den Vektor b kann man erfassen mit Hilfe des Vektors @ zum Pfeil P, P,, also des Vektors

- = -

a=X; —X,.

Da dieser Vektor in Richtung der Geraden liegt, nennt man ihn einen ,,Richtungsvektor* der
Geraden. (Beachte, daB 240 ist wegen X,+X,!). Zur Unterscheidung wird der Vektor X,
gelegentlich als ,,Stiitzvektor der Geraden bezeichnet. Da die Vektoren @ und b kollinear
sind, gibt es eine Zahl te R mit
b=ta.
Somit gilt fiir den Ortsvektor ¥ zum Pfeil OP:

X=X, +18 bzw. X=X,+t(X,—%,) (mit teR).

Umgekehrt gehért zu jeder Zahl teR ein Ortsvektor X, dessen zugeordneter Punkt P auf der
Geraden g liegt. Man nennt jede Gleichung der Form

X=X,+ta X=X, +t(X; —X,)
,»Punkt-Richtungs-Gleichung* ,sZweipunktegleichung*

der betreffenden Geraden.
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Bemerkungen:

1) Die Hilfsvariable t nennt man den ,,Parameter® der Gleichung. Man spricht daher auch
von der ,,Parameterdarstellung® einer Geraden oder von einer Geradengleichung in ,,Para-
meterform*.

2) Eine Gleichung der Form X=%,+t(¥, —X,) bringt zum Ausdruck, daB jeder Punkt P zu
einem Ortsvektor X, der diese Gleichung erfiillt, auf der Geraden g liegt, die durch die
Punkte P, und P; (zu X, und X,) festgelegt ist. Sie bringt also die Inzidenz zwischen den
Punkten P und der Geraden g zum Ausdruck.

3) Man nennt den zum Ortsvektor X gehdrenden Punkt P gelegentlich den ,laufenden
Punkt“ der Geraden. Wenn t alle reellen Zahlen ,durchlduft, dann ,durchlduft“ P alle
Punkte der Geraden. Wir fassen zusammen:

S$5.1  Ist eine Gerade g durch zwei verschiedene Punkte P, und P, mit den Ortsvektoren
X, und X festgelegt, so gilt fiir die Ortsvektoren X der Pankte von g:

X=X,+ta mit 3=%,-X, und teR.

5. Wir behandeln je ein ebenes und ein riumliches Beispiel.
N -2 N 1
1) Gegeben seien die Punkte P, und P, durch ihre Ortsvektoren x0=( 3) und X; = ( 4).

s = o o 1 -2 3
Dann ist a=x1—xo=(4>._( 3)=(1)_

- - 3 .
Eine Gleichung der Geraden g durch P, und P, lautet also: X= ( 3) +t ( 1) (Bild 5.4).

Bild 5.4

3 0
2) Gegeben seien die Punkte P, und P; durch 3(’(,:(—2) und i’l=( 1).
1

0 3 -3
Dannist a=%X,—X,=| 1]|-|-2]=( 3]
-2 1 -3

3 -3
Eine Gleichung der Geraden g durch P, und P, lautet also: X= (—2) +t ( 3> (Bild 5.5).
-3
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6. Wenn man die Lage einer Geraden im Raum R, beschreiben oder durch eine Zeichnung
verdeutlichen will, ist es zweckmiBig, die Schnittpunkte der Geraden mit den drei Koordina-
tenebenen zu bestimmen. Man spricht auch von den ,,DurchstoBpunkten* der Geraden durch
die drei Ebenen.

3 1
Beispiel: X=| 4|+t 2].
~1 ~1

1) Alle Punkte der x-y-Ebene (der Grundriliebene) geniigen der Bedingung z=0. Fiir einen
Punkt der Geraden, der in dieser Ebene liegt, muB also gelten:

—1+t(—-1)=0, also t=-1.

Daraus ergibt sich:

L

2) Entsprechend gilt fiir die Punkte der
y-z-Ebene (der AufriBebene): x=0. Daraus
ergibt sich:

34t=0 < t=—3,

X
3 1 0

X,=| 4|-3( 2|=(-2) Bild 5.6
-1 -1 2

3) SchlieBlich gilt fiir die Punkte der x-z-Ebene (der SeitenriBebene): y=0. Daraus ergibt

sich:
3 1 1
442t=0<«t=—2, also X;={ 4|2 2|=(0}].
-1 -1/ \1

In Bild 5.6 sind die Punkte P,, P, und P, und die zugehorige Gerade eingetragen.

also

Beachte: Eine Gerade kann auch parallel zu einer Koordinatenebene verlaufen oder ganz in
einer solchen Ebene liegen. Dann existiert natiirlich kein DurchstoBpunkt mit dieser Ebene
(Aufgabe 8).

7. Durch eine Gleichung in Parameterform ist, wenn X, und X, (bzw. X, und 2) gegeben
sind, eindeutig cine bestimmte Gerade g festgelegt. Umgekehrt gehort zu einer Geraden g
aber keineswegs nur eine vektorielle Parameterdarstellung; denn schon die Punkte P, und P,
konnen zwei beliebige Punkte der Geraden sein. AuBerdem ist auch der Richtungsvektor
nicht eindeutig bestimmt; denn mit @ ist fiir jede Zahl k (mit k +0) auch jeder Vektor b=k7@
Richtungsvektor der Geraden.

Parametergleichungen fiir die durch P, und P, festgelegte Gerade sind also, wenn 2 =X, —X,
ist, z.B. auch:

X=X, +t3; X=X, +t(—7); X=X, +t(38), usw.
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So gilt etwa fiir den Richtungsvektor 2 des Beispiels 2) von Seite 70:

el

1

Deshalb ist &, = < —1) ebenfalls ein Richtungsvektor der Geraden g. AuBerdem konnen wir
) :

auch X, als Stiitzvektor wihlen. Eine andere Gleichung fiir diese Gerade ist also z.B.:

0 1
1)+t —1}.
-2 1

8. Durch den Parameter wird der Geraden eine Bezifferung aufgeprigt; die Gerade wird
dadurch zu einer Zahlengeraden: Zu jedem Punkt Peg gehdrt genau eine Zahl teR.

In Bild 5.7 ist an einige Punkte die zugeho-
rige Zahl herangeschrieben. Insbesondere
gehdren zu P, und P, die Parameterwerte
to=0 und t, =1. Geht man — wie unter 7.
beschrieben — zu einer anderen Parameter-
gleichung derselben Geraden iiber, so &n-
dert sich dabei natiirlich auch die Beziffe-
rung der Geraden. Bild 5.7 0

M
Il

9. Wenn eine Gerade in der x-y-Ebene (man sagt auch: im Raum R,) in Parameterform
gegeben ist, dann kann man den Parameter t aus den beiden Koordinatengleichungen

eliminieren:
S (2 -2 ¥
Beispiel: x= ( )+t ( ) \\A
C 1 3 4\

Es gilt also: x=2-2t(-3 B
Ay=1+3t|-2 1
= 3x+2y=8 21

Dies ist eine Geradengleichung in allgemei- 1

ner Form, wie wir sie seit langem kennen.
Durch Umformung auf die Normalform er-
hélt man:

y=—3x+4 (Bild 5.8).

Bild 5.8

Die Gerade dieses Beispiels hat also die Steigung —% und mit der y-Achse den Abschnitt 4.
Beachte, daB bei Geraden im R, eine solche Umformung nicht méglich ist!

10. Umgekehrt kann man aus einer Geradengleichung in allgemeiner Form auch eine
Gleichung fiir die betreffende Gerade in Parameterform dadurch herleiten, daB man zwei
Punkte P, und P, mit ihren Ortsvektoren X, und X, ermittelt.
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Noch schneller kommt man zum Ziel, wenn
man eine der beiden Variablen als Parame-
ter wahlt.

Wir zeigen dies am gleichen -

Beispiel: 3x+2y=38.

Wir setzen z.B. x=s und erhalten y=4—-23-s.
Durch Zusammenfassung der beiden Glei-
chungen erhélt man die Vektorgleichung

=+ ()05 s
=)+ (3) fmier=3)

Bild 5.9 zeigt, daB es sich um dieselbe Gerade wie oben handelt. Dies 148t sich selbstver-
stindlich auch rechnerisch nachweisen (Aufgabe 24).

=Y

11. Wenn eine Gerade im Raum R, durch eine Parametergleichung gegeben ist, kann man
den Parameter aus je zwei der drei Gleichungen eliminieren.

2 1 x= 24 tl-l
Beispiel: X=| —1}+t{ 1], also y=-1+ t|-(=1)

3 2 z= 3-2t

-2

Mit Hilfe der angegebenen Faktoren erhdlt man die drei Gleichungen
x—y=3; 2x+z=7 und 2y+z=1.

Es handelt sich jeweils um die Gleichung einer Geraden in einer der drei Koordinatenebe-
nen. Wir kOnnen hier nur mitteilen, daBl es sich dabei um die Geraden handelt, die bei
senkrechter Projektion der Raumgeraden in die jeweilige Koordinatenebene entstehen. Wir
kommen auf dieses Problem in § 11,1 (Seite 199) zuriick.

Ubungen und Aufgaben

1. a) Ermittle zeichnerisch den Mittelpunkt M der Strecke P, P, zu den Punkten P,(5|6)
und P,(—2|3) und den zugehorigen Ortsvektor Xy, !
b) Zeige allgemein, daB fiir den Ortsvektor X,, zum Mittelpunkt einer Strecke P, P, gilt:
Xy =3 &, +X,)!

2. Ermittle die Ortsvektoren der Seitenmittelpunkte des Dreiecks P, P,P,! Bestitige das
Ergebnis bei a) und b) durch eine Zeichnung!
a) Py(4]-2); P,(2|6); P;(—2]4) . b) Py(=315); P,(5|-1); P5(3]5)
) P(—2|4/6); P,(6| 2| —4); P5(216]4)  d) P,(8]—4|5); P,(—4[6[1); P5(0i2]-3)



§5, 1. Die Parameterdarstellung von Geraden und von Ebenen

. Ein Parallelflach sei bestimmt durch den Eckpunkt A(0|0|0) und die benachbarten
Eckpunkte B(6] —1/2), D(—2|5]|4) und E(2| —3|6). Ermittle die Ortsvektoren aller weite-
ren Eckpunkte, diejenigen der sechs Schnittpunkte der Flichendiagonalen und den des
Schnittpunktes der Raumdiagonalen!

. a) Drei Ortsvektoren X,,X,, X, bestim-
men ein Dreieck P, P, P;. Zeige, daB fiir
den Ortsvektor Xg des Schwerpunktes
S dieses Dreiecks gilt: P

%=1, +%,+%y)  (Bild 5.10)!

b) Bestimme den Schwerpunkt fiir das
Dreieck zu

5 —2 3
X, =|-4]; X,= 5]; X=| 2}!
2 - \-5 Bild 5.10

. Bestimme den Schwerpunkt des Dreiecks ABC!
a) A(6/0]0), B(412/6), C(8]—8|9) b) A(—-1/0[1), B(-3|-4[2), C(4|-5|-6)

M.

. Bestimme eine Parametergleichung fiir die Gerade durch die Punkte P, und P,! Leite
daraus auch die Gleichung der Geraden in Normalform her! Bestitige das Ergebnis
durch eine Zeichnung! ‘

a) Py(—1/2), P,(1]-2) b) Po(11-2), P, (3|14 c) Po(—416), Py(1]1)

05e(Dosn() 9 ne(hne() 0 mesnne( Y

. Ermittle eine Gleichung fiir die Gerade g durch die Punkte P, und P, in Parameterform!
Priife, ob die Punkte P, und P, auf g liegen!

Ermittle die DurchstoBpunkte der Geraden mit den Koordinatenebenen!

a) Po(4|—113), Py(7|1]-2), P,(1] ~3(8), P3(7|2| -2)

b) Py(—2|0/1), P;(—2]-2]3), P,(—2[—4[3), P;(—-2|-6[6)

. Ermittle eine Gleichung fiir die Gerade g durch die Punkte P, und P; in Parameterform!
Bestimme die DurchstoBpunkte der Geraden mit den drei Koordinatenebenen! Welche
besondere Lage hat die Gerade?

2 3 2 1 -2 )
a) i’o———(—l), )‘(1=(1) b) i’o=< 2), i’l=< ) c) i’(,:( 5), )‘(’1=( 4)
3 3 ., \3 1 3

. Ermittle eine Parametergleichung fiir die Gerade

a) g,, die parallel zu der durch die Punkte P(7|—1|2) und Q(1|0] —2) bestimmten
Geraden g, verlduft und durch den Punkt P(—1|1] —2) geht; =3 2
b) g,, die durch den Nullpunkt geht und zur Geraden g, zu X= ( 2) +t (— 1) parallel
verlduft; —4 —4

¢) g5, die parallel zur Geraden g, ist und durch den Punkt T von g, geht, der durch
t= —2 bestimmt ist!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Beschreibe jeweils die besondere Lage der gegebenen Geraden aus der Parameterglei-
chung und bestitige deine Aussage durch eine Zeichnung!

0 i=()+e()  wr=(T)+()  ox=()+ (7)) @x=t()

Beschreibe die besondere Lage der gegebenen Geraden!

1 2 0 0 1 0 1
a) ¥=(0)+t(0) b) i‘:(l)ﬂ( 0) c) i’=(2)+t(3) d) i=t(1)
0 0 0 ] 3 0, 1
—1 0 2 =1 0 1 1
e) i’:( 2)+t( 3) f) X= (—1)+t( 0) g) i’=(0>+t(—2) h) i’=t(—1)
1 -2 1 4 1 0 -1

Ermittle fir die Gerade durch die Punkte A(—1|2|3) und B(3|—4|2) zwei verschiedene
Stiitz- und zwei verschiedene Richtungsvektoren! Stelle vier verschiedene Parameterglei-
chungen fiir diese Gerade auf!

Bestimme die Koordinaten der Punkte a) P(3lylz), b) Q(x|2,512), ¢) R(x|yj—1) so,

-1 2
daB diese Punkte auf der Geraden zu X= ( 0) +t (1) liegen!
1 1

Zeige, daB die beiden Gleichungen dieselbe Gerade beschreiben!

9% 2=

2 /—1 ‘ 5 0,5
b) 3{:(0 +t( 4); X=|—-12}+s[ -2
1 3 -8 -1,5

Ermittle Parametergleichungen fiir die Geraden, die durch den Punkt P(—1}5|2,5) gehen
und parallel sind

a) zur x-Achse (y-Achse; z-Achse),

b) zu den beiden Winkelhalbierenden in der x-y-Ebene (x-z-Ebene; y-z-Ebene)!

a) Begriinde, daB durch X=X, +t@ mit te [ —3; 3] eine Strecke erfaBt wird!

- 2 .
b) Zeichne die Punktmengen, die durch X= ( 1) +t (
dingungen fiir t gegeben sind !
1) t>2 2) —4<t<2 3) tj<2 4) |t|>1

1
1) und durch die folgenden Be-

Zwei Geraden g, und g, sind gegeben durch die Gleichungen

o (or ) s =( es ().

a) Ermittle den Schnittpunkt S der beiden Geraden rechnerisch und zeichnerisch!
b) Ermittle Parameterbedingungen fiir die vier von S ausgehenden Halbgeraden!
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-1 -1 [ —2 2
18. a) Zeige, daB die beiden Geraden zu i’:( 3)+r( 2) und i'=( 3) +s (—3) sich

in einem Punkt S schneiden. Ermittle S! \ —5 -2 -1 1
b) Ermittle Parameterbedingungen fiir die vier von S ausgehenden Halbgeraden!

19. Ermittle zu einem Dreieck ABC Parameterbedingungen fiir die Seiten AB, BC und AC!
a) A(-2|-3), B3| -1), C(1]6) b) A(2]-2), B(5|6), C(—2]4)

20. Ermittle Parameterbedingungen fiir die Teile der Geraden g, die in verschiedenen Qua-
dranten (Oktanten) liegen!

() wx()ela) o)

21. Untersuche, welche Punktmengen durch die folgenden Gleichungen mit 5.',3:1:6 besthrie-
ben werden!

»l

a)

- = 1—-» - - — g - — g
a) x=x0+¥a b) x=——2a ¢) x=ta+tb d) x=ta+(1-t)b

22, Berechne die Mittelpunkte der Strecken AC und BD und zeige dadurch, daBB das Viereck
ABCD in einer Ebene liegt!

A(—2|3]—-2); B(8|—4|4); C(24|—17]15); D(14]|—10j9)

23. Ermittle zum Viereck ABCD
1) die Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD und DA und
2) die Parametergleichungen der Geraden, die durch die Mittelpunkte benachbarter
Seiten gehen!
Welche Form hat das von den vier Geraden eingeschlossene Viereck?
a) A(—4|-2); B(5|-6); C(1]8); D(5|1) (Zeichnung!)
b) A(5111-3); B(1i5]7); C(—1{3]1); D(-3|-5{7)

L [0 2\ ..
24. a) Zeige rechnerisch, daB durch die Gleichungen 3x+2y=8 und x=( )+r ( ) die-
. 4 -3
selbe Gerade dargestellt wird!
b) Leite aus der Gleichung 3x+2y=38 eine weitere Parametergleichung fiir die betreffen-
de Gerade dadurch her, daB du y=t setzt!

25. a) Bestimme eine Parametergleichung fiir die Gerade g durch die Punkte Py (1}—3(2)
und P, (—1]—4(3)!
b) Bestimme die DurchstoBpunkte der Geraden mit den drei Koordinatenebenen !
¢) Eliminiere aus je zwei der drei Koordinatengleichungen den Parameter!
d) Zeige, daB jeder der drei DurchstoBpunkte auf genau einer der drei Geraden liegt, die
durch die sich bei c) ergebenden Gleichungen festgelegt sind!
e) Zeige, daB man aus je zwei der sich bei c) ergebenden Geradengleichungen durch
Elimination der gemeinsamen Variablen die dritte Gleichung herleiten kann!
f) Wie kann man den Sachverhalt von e) geometrisch deuten?
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il. Die Parameterdarstellung von Ebenen

1. Bild 5.11 zeigt eine Situation, wie sie im
téglichen Leben nicht selten auftritt: durch
Unterlegen eines Stiickchens Pappkarton
versucht der Hausherr das unangenehme
Wackeln eines Tisches zu beheben.

Wie ist es zu erkldren, daB vierbeinige Ti-
sche hiufig wackeln, wihrend dies bei drei-
beinigen Tischen nie der Fall ist?

Der Grund hierfiir liegt offensichtlich darin,
daB schon drei voneinander verschiedene :
Punkte eine Ebene eindeutig festlegen. - Bild 5.11
Allerdings diirfen diese Punkte nicht auf derselben Geraden liegen.

Falls die Tischbeine schmal genug sind, ihre Enden also wenigstens angendhert als punktfor-
mig angesehen werden konnen, dann liegen die Enden von drei Tischbeinen auf jeden Fall in
einer Ebene; daher kann ein dreibeiniger Tisch nicht wackeln; auch dann nicht, wenn die
Tischbeine verschieden lang sind und auch nicht, wenn der Boden nicht eben ist.

Selbst, wenn die Stempel eines vierbeinigen Tisches exakt gearbeitet sind, wenn das Ende des
vierten Stempels also mit den drei anderen in derselben Ebene liegt, kann es sein, daf3 der
"Tisch wackelt. Erldutere im einzelnen, welche Ursachen das Wackeln eines vierbeinigen
Tisches haben kann (Aufgabe 1)!

2. Wenn wir also Ebenen in dhnlicher Weise erfassen wollen, wie wir es im I. Abschnitt fiir
Geraden besprochen haben, dann kdnnen wir uns eine Ebene ¢ festgelegt denken durch drei
verschiedene Punkte Py, P, und P,, die allerdings nicht alle auf derselben Geraden liegen
diirfen. Man sagt auch: die drei Punkte Py, P, und P, diirfen nicht ,,kollinear‘ sein.
Wir denken uns diese drei Punkte durch ihre Ortsvektoren X,, X, und X, gegeben.
Man kann in diesem!| Fall den Ortsvektor X zu einem beliebigen Punkt P der -fraglichen
Ebene darstellen durch einen der Ortsvektoren als ,,Stiitzvektor* der Ebene und durch einen
Vektor, der in der Ebene liegt, also z.B. durch den Ortsvektor X, und den Vektor € zum
Pfeil P, P:

X =%,+7.
Nach den Uberlegungen, die wir in §4 an-
gestellt haben, benStigt man zur Festlegung
des Vektors T zwei Vektoren @ und b, die
die Ebene ,,aufspannen®, zwei linear unab-
hingige Vektoren also, deren Vertreter pa-
rallel zur Ebene (oder in der Ebene) liegen.
Zwei solche Vektoren kann man aus den

gegebenen . Ortsvektoren leicht bestimmen,
nidmlich z.B.

d=X,-X, und b=%,-%, (Bild5.12). Bild 5.12

Man nennt solche Vektoren gelegentlich ,,Spannvektoren* der Ebene.
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Da der Vektor € mit & und b komplanar ist, gibt es zwei Zahlen 1, s€ R mit ¢=rZ+sb.
Somit gilt fiir den Ortsvektor X zum Pfeil OP:

X=X, +18+sb bzw. X=%y+r(¥, —Xo)+s(X,—%,) (mit 1,seR).

Umgekehrt gehdrt zu jedem Zahlenpaar (r|s)eR xR ein Ortsvektor X, dessen zugeordneter
Punkt P in der Ebene ¢ liegt. Daher nennt man jede Gleichung der Form

X=X, +ra+sb X=%y+r (X, %) +s(X,~%,)
»Punkt-Richtungs-Gleichung* s»Dreipunktegleichung*
der betreffenden Ebene.

Bemerkungen :

1) Die Hilfsvariablen r und s nennt man ,,Parameter* der Gleichung. Man spricht daher
auch von der ,,Parameterdarstellung® einer Ebene oder von einer Ebenengleichung in
s,Parameterform*.

=

2) Eine Gleichung der Form X=X,+1(X, —X,)+s(X, —X,) bringt zum Ausdruck, daB der
Punkt P zu einem Ortsvektor X, der die Gleichung erfiillt, in der Ebene liegt, die durch die
Punkte P,, P, und P, (zu X,, X, und X,) festgelegt ist. Sie bringt also die Inzidenz zwischen
den Punkten P und der Ebene ¢ zum Ausdruck.

3) Man nennt gelegentlich den zum Ortsvektor X gehérenden Punkt P den ,Jaufenden
Punkt“ der Ebene. Wenn die Parameter r und s alle reellen Zahlen ,durchlaufen”, dann
»durchlduft“ P alle Punkte der Ebene.

Wir fassen zusammen:

552  Ist eine Ebene ¢ durch drei nichtkollineare Punkte P, P, und P, mit den Ortsvek-
toren X,, X, und %, festgelegt, so gilt fiir die Ortsvektoren X der Punkte von ¢:

- o = o = —
X=X,+ra+sb mit #=X,-%,, b=X,~X, und r,seR.

3. Wir behandeln cin Beispiel: Gegeben seien die Punkte Py, P, und P, durch die Orts-
vektoren

R 1 R =2 . I bz Bild 5.13
Xx=|-3];Xx;=| O0]und X,=| 2}. 31
2 1 -2

Eine Gleichung fiir die Ebene ¢ lautet also:

2 -] —4

1 -3\ 0 ; !
;=(*3)+r< 3)+S( 5) (Bid 543, e —

-
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4. Durch eine Ebenengleichung in Parameterform ist, wenn ¥, ¥, und ¥, (oder X, @ und b)
gegeben sind, eindeutig eine bestimmte Ebene ¢ festgelegt.

Umgekehrt gehdrt zu einer Ebene & aber keineswegs nur eine vektorielle Parameterglei-
chung; denn schon die Punkte P,, P, und P, kdnnen weitgehend beliebig aus der Menge
aller Punkte der Ebene ausgewidhlt werden; sie diirfen nur nicht kollinear sein. AuBerdem
sind auch die Spannvektoren 2 und b nicht eindeutig bestimmt. Jedes Paar linear unabhéngi-
ger und zu X, —X, und X, —X, komplanarer Vektoren kann ausgewihlt werden, also z.B.
auch die Vektoren X, —X, und X, —X, und zahlreiche weitere Paare.

5. Durch die Spannvektoren & und b wird
in der Ebene ¢ ein Koordinatensystem auf-
gespannt, welches den Punkt P, als Ur-
sprung hat. Da die Vektoren @ und b in der
Regel weder gleichlang sind noch aufeinan-
der senkrecht stehen, wird es sich in der
Regel nicht um ein Kartesisches Koordina-
tensystem handeln. Jedem Punkt der Ebene
wird ein Koordinatenpaar (r|s) zugeordnet.
In Bild 5.14 sind die Zahlenpaare an einige
Punkte herangeschrieben. Insbesondere ge-
h6rt zum Punkt P, das Zahlenpaar (0|0), zum Punkt P, das Zahlenpaar (1|0) und zum
Punkt P, das Zahlenpaar (0|1).

Bild 5.14

6. Ist eine Ebene durch eine Parametergleichung gegeben, so kann man die beiden Parame-
ter aus den drei Koordinatengleichungen eliminieren.

1 1 -1
Beispiel: x=|1|+r| O|+s|[ 1].
2 -2 -2

x=1+ r— s|-1][2 . X+y=2+ 1 |-4
Ay=1 + s -1 A2x—z= 41 |-(=1) = 2x+4y+z=8.
Az=2-2r—2s «(=1) = o

Durch diese lineare Gleichung in den drei Variablen x, y und z wird ebenfalls die betreffende
Ebene dargestellt. Dies konnen wir dadurch nachweisen, daB wir aus dieser Gleichung

2x+4y+z=8

umgekehrt wieder eine Gleichung der Ebene in Parameterform herleiten. Wir setzen z.B.
x=v und y=w; dann ergibt sich: z=8—2v—4w, Wir fassen die drei Gleichungen

X= v
y= w
und z=8-2v—4w

0 1 0
zu einer Vektorgleichung zusammen: X= (0 +v ( 0) +w ( 1) [1].
8 -2 —4
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Da es unzihlige Gleichungen in Parameterform fiir dieselbe Ebene gibt, ist es keineswegs
verwunderlich, daB wir bei dieser Rechnung nicht auf die Gleichung gestoBen sind, von der
wir oben ausgegangen sind: v

1 1 -1
X={1]+r| O]+s| 1 [21.
2 -2 -2
Wir konnen aber leicht nachweisen, da die beiden Gleichungen [1] und [2] dieselbe Ebene

darstellen. Man erkennt sofort, da der Spannvektor ( (1)> in beiden Gleichungen auftritt.
Wegen (_} ) + ( (11) =( (1)) sind alle drei Spannvek_t<2>ren komplanar. Dies bedeutet, da
die durch_dize Gleic_hingen [_1‘; und [2] erfaBten Ebenen parallel sind. /
Wir brauchen nur noch zu zeigen, daBl z.B. der Punkt zum Ortsvektor (1) auch in der
. Ebene zur Gleichung [1] liegt. Wir weisen dies dadurch nach, da wir jie zugehdrigen

Parameterwerte v und w berechnen. Aus Gleichung [1] ergibt sich:

/1 0 1 0 v=1
1]=0]+v 0]+w 1} =« Aw=1
2 8 -2 -4 A 2=8-2v—4w

Die Zahlen v=1 und w=1 erfiillen auch die dritte Gleichung: 2=8—-2—-4 (w).
Da der Punkt Py(1|1|2) auch in der Ebene zur Gleichung [1] liegt, sind die beiden Ebenen
tatsdchlich identisch.

7. Um die durch die Gleichung 2x+4y+z=8
gegebene Ebene zeichnerisch darstellen zu
konnen, ermitteln wir ihre Schnittpunkte
mit den drei Koordinatenachsen.

Fiir die x-Achse gilt: y=z=0,
fiir den Schnittpunkt also x=4;
fiir die y-Achse gilt: x=z=0,
fiir den Schnittpunkt also y=2;

fiir die z-Achse gilt: x=y=0,
fiir den Schnittpunkt also z=8.

Die drei Punkte P(4/0/0), Q(0]2]0) und R(0|0|8) sind in Bild 5.15 eingetragen. Das Dreieck
PQR ist der Teil der fraglichen Ebene, der im 1. Oktanten liegt.

Bild 5.15

8. Die Gleichung 2x+4y+z=38 ist von der Form
ax+by+cz=d (mita,b,c deR).

Man spricht von einer Ebenengleichung in ,,allgemeiner Form*. Sie entspricht der Geraden-
gleichung in allgemeiner Form: ax+by=c, die uns seit langem vertraut ist.
Wir werden uns mit Ebenengleichungen in allgemeiner Form in §9 ausfiihrlich beschiftigen.
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Ubungen und Aufgaben

1. Ein vierbeiniger Tisch wackelt fast immer. Woran liegt das? Erldutere im einzelnen die
Griinde dafiir, daB ein vierbeiniger Tisch wackelt!

2. Ermittle eine Parametergleichung fiir die Ebene durch die Punkte P,, P, und P,!

a) Po(1111-2); Py(3]-2[1); P,(=111]=2)  b) Fy(0]—1/2); Py(1]0]-3); P,(2]-1|-2)
) Po(3I11-2); P(—112]-3); P,(0|-1{1)  d) Bo(2[3{—-1); P,(—1]2[1); P,(—3]-24)

3. Ermittle eine Parametergleichung fiir die Ebene ¢ durch den Punkt P,, die parallel zur
Ebene ¢, verlduft!

-2 -1 2

a) Py(4]—1]2); e;: §=( 0)+r( 2>+s(—1)
1 0 3

4 2 —4

b) Py(—1]2|—=3); ¢,: X= (—1)+r(0)+s( 2)
2 1 1

4. Ermittle eine Parametergleichung fiir die Ebene durch den Punkt Py(3|1]—2), die parallel
zur x-y-Ebene (x-z-Ebene; y-z-Ebene) verlduft!

5. a) Ermittle eine Parametergleichung fiir die Ebene ¢ durch die Punkte P,(2|—3|0),
P,(—3]0]2) und P;(0]2| —4)!

b) Bestimme eine Parametergleichung fiir die Ebene ¢,, die durch den Punkt P,(314]-2)
. geht und parallel zur Ebene ¢ verlduft!

6. Welches geometrische Gebilde wird bei nichtkollinearen Vektoren @ und b durch die
Parametergleichung beschrieben? Welche Werte von r und s sind auszuschlieBen?

a) X=X,+-8+-b b) X=r?3d+s*b ¢) X=X,+(r—s)a+sb
r s

7. Beschreibe die besondere Lage der Ebene!

I
ol gels)  oxgeli)l)

8. Ermittle fiir die Ebenen in Aufgabe 7 Gleichungen in allgemeiner Form !

9. Ermittle fiir die gegebene Ebene eine parameterfreie Gleichung, also eine Ebenenglei-
chung in allgemeiner Form!

ENENCIR T
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Ermittle eine Parametergleichung fiir die betreffende Ebene!
a) x+y+z=3 b) x—2y+z=6 ¢) —3x+y—z=4 d) x+z=-5

Ermittle die DurchstoBpunkte der drei Koordinatenachsen mit der Ebene & und den
Punkt P in der Ebene ¢!

4 1 1
a) & ¥=(0)+r(1)+s (—1); P(lyl-1)
1 4 2

b) ¢ durch Py(2| -2[4); P;(3|-1]|5); P,(1]-2|-2); P(x]-1[11)
Untersuche, ob die Punkte P,, P,, P;, P, in der Ebene ¢ liegen!

2 1 -1
a) e: i'=(6)+r( 3>+s(—1>; P, (28| —2); P,(—1]1|10); P;(4|8/—6); F,(0]2/4)
1 -5 2
2 1 2
b) e: i’=(—3)+r (—2)+s( 1); P, (11 —6]3); P,(2|3]1); P,;(3|0|-1); P,(3|-5]2)
1 1 —1
Begriinde, warum durch eine Gleichung der Form X=X,+ra+ sb bei nichtkollinearen
Vektoren @ und b durch die Bedingung
a) s>0 eine Halbebene;

b) 0<r<3 A 0<s<2 die Fldche eines Parallelogramms;
¢) 0<r+s<2 A r,s>0 die Fliche eines Dreiecks beschrieben wird!

Welches geometrische Gebilde wird durch eine Parametergleichung der Form
X=X,+rd+sb mit nichtkollinearen Vektoren & und b und durch folgende Zusatz-
bedingung beschrieben?

a) r=-2 AseR b) reR A s=3 ¢) 1,seZ

d) r<1 AseR e) TeR As>—1 f)y —1<r<1A2<s<5

Stelle die durch die folgenden Bedingungen gegebenen Punktmengen zeichnerisch dar!

— +r 1 +5s _3 ;o —3<r<3 b) X= 3 +r 3 +s -1 ; 1<s<5
2 1 1 -2 1 1

(_:)+r ((1))+s (:f), 2<r<7 A 1<s<5

a) X

>
I

()

)

d) x=( 3)+r (1>+s (2); 0<r+s<4 A 1,520

Ein Quader (Bild 5.16) wird durch die
Vektoren @, b und < aufgespannt. Ermitt-
le Parameterbedingungen fiir die sechs
Seitenfldchen des Quaders!

4 0 0 a
z=(0]; b=|7]; g=[0
0 0 3 Bild 5.16

op ~
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ll. Lagebeziehungen zwischen Geraden und Ebenen

1. Aus Griinden der Verkehrssicherheit werden Autobahnen grundsitzlich kreuzungsfrei
angelegt. Bild 5.17 zeigt eine Briicke iiber eine Autobahn; LandstraBe und Autobahn liegen
an dieser Stelle in verschiedenen Ebenen; einen Kreuzungsbereich gibt es nicht.

p

Bild 5.17 Bild 5.18

Denkt man sich die Linienfithrungen der Autobahn und der LandstraBle von Bild 5.17 durch
Geraden dargestellt (Bild 5.18), so erkennt man, daB es im Raum Geraden gibt, die sich nicht
schneiden, die aber auch nicht parallel zueinander sind. Solche Geraden nennt man ,,wind-
schief*.

Beachte: Wir sagen von zwei Geraden, daB ,sie sich schneiden®, wenn sie genau einen Punkt
gemeinsam haben.

Der Unterschied zwischen parallelen und windschiefen Geraden liegt darin, daB parallele
Geraden stets in derselben Ebene liegen, windschiefe Geraden aber nicht. Wir definieren:

D51 1) Zwei Geraden, die sich nicht schneiden, heiBen

»parallel* | ,,windschief*
genau dann, wenn es
eine ] keine

Ebene gibt, in der beide Geraden liegen.
2) Jede Gerade ist auch zu sich selbst parallel.

Beispiel : Bild 5.19 zeigt eine Pyramide mit
quadratischer Grundflidche. Bei dieser Pyra-
mide sind die Geraden g,(A,B) und
g,(C,D) zueinander parallel, wéahrend
g,(A, B) und g,(C, S) windschief sind. Suche
weitere Beispiele fiir windschiefe Geraden,;
betrachte z.B. die Kanten eines Zimmers
(Aufgabe 2)!
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2, Wenn wir also zwei Geraden g, und g, Ja

auf ihre gegenseitige Lage zu untersuchen
haben, so sind folgende Moglichkeiten zu
unterscheiden:

Schnitt, Parallelitiit, Identitit und Windschiefe.

Dabei ist die Identitit ein Sonderfall der Parallelitdt.

Bild 5.19
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Die beiden Geraden seien jeweils durch Parametergleichungen gegeben:
g: ¥=%,+rd und g,: X=%,+sb.

Dann kann man an Hand der Stiitzvektoren X, und ¥, und der Richtungsvektoren & und b
entscheiden, welcher Fall vorliegt.

Wenn die Geraden parallel (Bild 5.20) oder identisch (Bild 5.21) sind, dann haben sie die
gleiche Richtung; dies erkennt man daran, daB die Richtungsvektoren @ und b kollinear
sind. Sind die Geraden sogar identisch, so muB auch noch X, —X; zu @ und b kollinear sein
(Bild 5.21).

Bild 5.20 Bild 5.21 Bild 5.22 Bild 5.23 .

Sind 7 und b nicht kollinear, so schneiden sich die Geraden oder sind windschief. Im ersten
Fall (Bild 5.22) miissen beide Geraden in derselben Ebene liegen, d.h. 2,b und X,—X;
miissen komplanar sein. Sind ,b und X,—%, dagegen nicht komplanar, dann sind die
Geraden g, und g, windschief (Bild 5.23).

Das folgende FluBdiagramm zeigt, wic man die Untersuchung grundsitzlich durchfiihren

kann.
@— 3, kollinear? ————@
gile. gi¥e,
4,%,—X, kollinear? ,B,%,—%, komplanar?
g =8 8, ¥8; Schnitt Windschiefe
Bild 5.21 Bild 5.20 Bild 5.22 Bild 5.23

Bemerkung: Wenn g, ffg, ist, kann man Rechenarbeit einsparen dadurch, daB man sofort
versucht, einen etwaigen Schnittpunkt zu berechnen. Wir verweisen auf die folgenden Bei-
spiele 3) und 4).
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3. Wir behandeln fiir jeden der mdglichen Fille ein Beispiel.

-2 -1 1 2
1 g )‘(=( 1)+r< 1); g5 )—(=<—3)+s<—2)
1 3 2 -6

2 -1
Es gilt: (—2) =-2 ( 1) ; also sind g, und g, parallel.
6 3

1 -2 3 -1
Ferner ist: X, —X,= (——3) - ( 1) = (—4); dieser Vektor ist nicht kollinear zu ( 1);
2 1 1 3

also sind die beiden Geraden parallel, aber nicht identisch.
Bemerkung: Man kénnte z.B. auch priifen, ob X, die Gleichung fiir g, erfiillt.

2 1 4 -3
2) g,: i’:(—])+r (—3); g, i'=(—7>+s( 9)
3, 2 1 —6

-3 1
Es gilt: ( 9) =-3 (—3); also sind g; und g, parallel.
-6 2

4 2 [ 2 1
Ferner ist: X, —X,=| -7 |—| -1 |=[—-6|=2|-3;
1 -3 4 2

1
der Vektor X,—X, ist also kollinear zum Richtungsvektor | —3|; daher sind die beiden
Geraden identisch. 2

1 2 —1 2
3) g,;: X= (—2>+r( 1); g,: )‘('=(—2)+s( 2)
1 -3 2 -5

Man erkennt sofort, daB die beiden Richtungsvektoren nicht kollinear sind; die beiden
Geraden schneiden sich also in genau einem Punkt S oder sind zueinander windschief.

Nach obigem FluBdiagramm hitten wir nun zu priifen, ob die Vektoren &,b und ¥, —X,
komplanar sind oder nicht. Um Rechenaufwand einzusparen, versuchen wir statt dessen
sofort, einen etwaigen Schnittpunkt zu berechnen. Gibt es einen Schnittpunkt S, so muB der
zugehdrige Ortsvektor X beide Gleichungen erfiillen, d.h. es muB Werte der Parameter r und
s geben mit:

SAELEEE,

ausfiihrlich geschrieben:

142r=—1+2s 2r—2s=-2 r— s=-1
A =24+ 1==-242s} =< A r—2s= 0;<JA T = 2s}.
A 1=-3r= 2-5s A —3r+5s= 1 A —3r+5s= 1
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Setzt man r=2s in die erste Gleichung ein, so erhilt man s= —1 und somit r= —2. Diese
Zahlen erfiillen auch die dritte Gleichung (—3)-(—2)+5:(—1)=6—5=1. Das Gleichungssy-
stem ist also eindeutig 1osbar.

Durch Einsetzen von r= —2 in die Gleichung von g, erhédlt man:

el

Man kann dieses Ergebnis durch Einsetzen von s= —1 in die Gleichung von g, bestitigen.
Die Geraden schneiden sich also im Punkt S(—3|—417).

2 0 1 —1
4) g,: X= (—1)+r (——2); g,5: i’=( 0)+s( 1).
3 1 —2 2

0 —
Man erkennt wiederum sofort, daB3 die beiden Richtungsvektoren (—2) und 1) nicht
1 2
kollinear sind. Die Parameterwerte r und s eines etwaigen Schnittpunktes S miissen also der
folgenden Gleichung geniigen:

2 0 1 -1
—1)4+r{=2])=| O}+s 1], ausfiihrlich geschrieben:
3 1 -2 2

2 = 1—3s s=-—1
A —1-2r= sp<{ A —2r— s= 1
A 3+ r=-2+42s A r—2s=-5

Mit s=—1 ergibt sich aus der zweiten Gleichung r=0, aus der dritten Gleichung aber
r=—7. Das Gleichungssystem ist also unerfiillbar. Daher gibt es keinen Schnittpunkt der
beiden Geraden; es handelt sich um windschiefe Geraden.
4. Sind eine Ebene ¢ und eine Gerade g durch ihre Parameterdarstellungen

X=X, +1@+sb bzw. X¥=X,+tC

gegeben, so kann man ihre gegenseitige Lage ebenfalls an Hand der Stiitzvektoren X, , X,, der
Spannvektoren 2, b und des Richtungsvektors € untersuchen.

0 Bild 5.24 0 Bild 5.25 Bild 5.26
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1) Sind Z, b und € komplanar, so bedeutet dies, daB die Gerade parallel zur Ebene verlduft.
a) Ist auBerdem X, —%, komplanar mit @, b und ¢, so liegt die Gerade in der Ebene: gce
(Bild 5.24).

b) Ist X, —X, nicht komplanar mit @, b und ¢, so liegt die Gerade g auBerhalb der Ebene ¢
(Bild 5.25); die Gerade ist zur Ebene parallel.

2) Sind 7, b und ¢ nicht komplanar, so schneiden sich die Gerade und die Ebene in genau
einem Punkt S (Bild 5.26).

5. Bei der konkreten Durchfilhrung der Untersuchung geht man zweckmaBigerweise so vor,
wie wir es bei Geraden mit nicht-parallelen Richtungsvektoren getan haben: man versucht,
die Punkte zu bestimmen, die sowohl in der Ebene wie auf der Geraden liegen. Deren
Ortsvektoren miissen beiden Gleichungen geniigen. Wir suchen also Parameterwerte r, s und
t mit

X, +r8+sb=%,+tC.

Beispiel: Ebene und Gerade seien gegeben durch:

() =

Die Koordinaten gemeinsamer Punkte von Ebene und Gerade miissen dem folgenden
Gleichungssystem geniigen. Wir bestimmen die Losungen durch Aquivalenzumformungen mit
Hilfe der angegebenen Faktoren.

2+ r—2s=1—t r—2s+ t=—1(.2| (-1
A 121+ s= —4ty<=>{ A =21+ s+4t=—11{-1
A =3+ r+2s= Tt A r+2s—7t= 3 1
r—2s+ t=-1 r—2s+ t=-1
<A —3s4+6t=—-3|-4<={ A — s+2t=—1}.
A 4s—-8t= 4 |-3 A 0= 0

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich s=1+2t und damit aus der ersten Gleichung
r=—142s—t=—-14+2(1+2t)—t=—1+2+4t—t=1+3t.

Durch Einsetzen dieser Bedingungen in die Ebenengleichung erhilt man:

2 1 -2 24+143t—2—-4t 1 —1
X=[ 1])+@4+30( -2 |+@+20)( 1])= 1—-2—-6t+1+2t])=[0])+t| —4].
=3 1 2 —34+1+4+3t+2+4t 0 7

Es ergibt sich also die oben angegebene Geradengleichung. Dies bedeutet, daB die Gerade g
vollstindig in der Ebene ¢ liegt (Fall 1a).

Hat das betreffende Gleichungssystem keine Losung, so liegt g auBerhalb der Ebene und ist
zu ihr parallel (Fall 1b), hat es genau eine Losung, so schneiden sich Ebene und Gerade in
genau einem Punkt S (Fall 2¢).

Wir kommen auf diese Félle in §7,IV nach der Behandlung von linearen Gleichungssyste-
men zuriick.
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6. Sind schlieBlich zwei Ebenen ¢, und ¢, durch ihre Parameterdarstellungen
X=%,+13,+sb, und X=%,+t8,+vb,

gegeben, so kann man deren gegenseitige Lage ebenfalls an Hand der Stiitzvektoren X, X,
und der Spannvektoren Z,, b,, 2, und b, untersuchen.
Hier konnen die folgenden Fille auftreten:

1) Sind #,, b,, &, und b, komplanar, so bedeutet dies, da die beiden Ebenen parallel
zueinander sind.

a) Ist auBerdem noch X, —X; mit den vier Spannvektoren komplanar, so sind die beiden
Ebenen identisch (Bild 5.27). _

b) Ist X, —X, nicht komplanar mit den vier Spannvektoren, so sind s, und ¢, zwei verschie-
dene, zueinander parallele Ebenen (Bild 5.28).

2) Sind @,, b;, &, und b, nicht komplanar, so schneiden sich die beiden Ebenen in einer
Geraden (Bild 5.29).

Bild 5.27 Bild 5.28 Bild 5.29

Bei der konkreten Durchfiihrung der Untersuchung geht man zweckmiBigerweise wiederum
so vor, daB man versucht, die Punkte zu bestimmen, die den beiden Ebenen gemeinsam sind,
die also der Gleichung

X, +18,+sb, =%, +t&,+vb,

geniigen. Wir kommen darauf in §7, IV zuriick und behandeln hier nur ein Beispiel, bei dem
der Rechenaufwand wegen der gewdhlten Zahlen relativ gering ist.

-1 3 0 2 1 0
Beispiel: ¢;: X={ 2|+r| O)+s{1]; e:X=| O]+t|—-2]+v| -1
1 -1 0 -1 0 0

Gemeinsame Punkte der beiden Ebenen miissen dem folgenden Gleichungssystem geniigen:

—143r = 2+ t
A2 +s= —2t—v
Al—T1 =-1

Aus der dritten Gleichung ergibt sich: r=2; aus der ersten Gleichung folgt dann: t=3 und
aus der zweiten Gleichung: s= —8—v.
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Wir setzen die Ergebnisse in die Gleichungen fiir ¢, und fiir ¢, ein:

A A
LGB

Wir erhalten in den beiden Fillen dieselbe Geradengleichung. Die beiden Ebenen schneiden
sich also in der durch diese Gleichung dargestellten Geraden.

Beachte: In analogen Fillen erhdlt man nicht immer dieselbe Gleichung; wohl aber miissen
die beiden Gleichungen dieselbe Gerade darstellen.

7. Bevor wir weitere Beispiele behandeln, erscheint es zweckmiBig, daBl wir uns zundchst
mit linearen Gleichungssystemen néher befassen.

Ubungen und Aufgaben

1. Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden g, und g, !

verx(or(7Y mur( e 0 wene( e (L

e e T e R S L I

2. a) Betrachte die Geraden, auf denen die Kanten deines Zimmers oder die Kanten in
deinem Unterrichtsraum liegen!
Suche unter ihnen Paare von zueinander windschiefen Geraden!
b) Verfahre wie in Aufgabenteil a) mit den Kanten eines Prismas (Bild 1.15), einer
Pyramide (Bild 1.16), eines Tetraeders (Bild 1.17) und eines Parallelflachs (Bild 1.18)!

3. Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden g, und g,!

(2 2 3 —4 0
a) gl:i=(3)+r(1) b) gl:i'=(0)+r( 2) c) g X= )+r(1>
1 1 4 —6 /1
-2 i
( 1)-!-5(1) gzz)_(=(
» 0 0
1 0
d) glzi’=( 2)+r (—5) e) gl:i’=<—
-2 3
1 0
(—13>+s( 10) gz:)_(’=<
7/ -6

e A T i R = S o
+
o«

-_'_
gy X=

|

-+
w

+
=
T ——
I
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(9]
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Nens
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. Untersuche, ob eine Seite des Dreiecks ABC auf der Geraden g liegt oder parallel zu ihr
ist! 3 1
A(3]1316); B(510|2); C(1]4]6); g: X= (—2)+t (—1).

0 -1

. Die Geraden g,, g, und g, bestimmen ein Dreieck ABC. Ermittle Parameterbedingun-
gen fiir die Seiten AB, BC und AC!

[N E A

. Gegeben sind die Punkte A(2|3(5); B(0|5]|10); C(3|4|6); D(5|0|2).

a) Zeige mit Hilfe der Vektoren zu AB, BC und CD, daB das Viereck ABCD nicht in
einer Ebene liegt!

b) Zeige dies auch mit Hilfe der Geraden g, (A, C) und g,(B, D)!

¢) Zeige, daB die Geraden durch die Mittelpunkte benachbarter Seiten des Vierecks
paarweise zueinander parallel sind!

d) Untersuche, ob die Aussage von c) fiir jedes nichtebene Viereck ABCD gilt!

7 —1
. In welchen Punkten durchstoBt die Gerade zu X= ('—6 +t ( 2) die drei Koordinaten-
ebenen und die Ebene zu z=77 3 1

. Untersuche die gegenseitige Lage zwischen der Ebene ¢ und der Geraden g! Bestimme
gegebenenfalls das Schnittgebilde!

1 0 0 0 0 1 0
&: i=(0)+r(1)+s(0> a) g: X= (—2)+t (—1) b) g: X= (—2)+v (—1)
0 0 1 0 1 1 1

. Untersuche die gegenseitige Lage zwischen der Ebene ¢ und der Geraden g! Bestimme
gegebenenfalls das Schnittgebilde!

2 1 1
a) & X= (—1)+r (—2)+s( 3) g X=
7 1 -3

|
e ol ool ol
R R
oeelJofold) w3
oeslGeffol ] ool
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10. Untersuche die gegenseitige Lage der Ebenen ¢, und ¢,!

0 1 0
a) g;: i’=( 4)+r(0)+s<1): gy X =
-2 0 0
5 0
b) g,: X= 0)+r(~1
5 0

()
oo ol o
(D6

d) g: X=

0 2 -1
11. Ermittle die Schnittgeraden der Ebene zu X= 1) +r|—1])+s{ O mit den drei
Koordinatenebenen ! -3 0 3

Iv. Ubergreifende Aufgaben

t t —t
1. Gegeben sind die Vektoren a=(0}, b= t), ={ t*| mit teR*".
t —t/ t
a) Untersuche, fiir welche Werte t die Vektoren &, b und @ linear unabhéngig sind!
b) Bestimme t so, daB &, b und € linear abhingig sind! Untersuche, ob sich dann jeder

der drei Vektoren durch die beiden anderen linear erzeugen 14Bt! -1
¢) Berechne @, b und ¢ fiir t=1 und zeige, wie sich aus ihnen der Vektor d= 1
linear erzeugen 1aBt! 3
d) Berechne 3 fiir t=2, b fiir t= -3 und ¢ fiir t=—1 und zeige, wie sich aus diesen
-1
Vektoren}"': ( —7) linear erzeugen laBt!
13

1 1 0
2. Gegeben sind die Vektoren a= ( 3), E:( kz), g= (—k) mit keR*°,
-2 —3 k
a) Zeige, daB @, b und € fiir k=1 linear unabhiingig sind !
b) Ermittle die Werte von k, fiir die &, b und ¢ linear abhiingig sind! Fiir welche k e R*°
sind sie linear unabhingig?
¢) Zeige, wie sich die Vektoren 3, _f:

- = -

d+f und d—T aus den fir k=—1 gebildeten

-1 1
Vektoren %, b und T linear erzeugen lassen: d= ( 7), T= (—4) !
1 -1
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3. a) Von zwei Eckpunkten eines Dreiecks ABC seien Transversalen zu den gegeniiberlie-
genden Dreiecksseiten gezogen; sie teilen sich gegenseitig im Verhéltnis 3:1. In welchem
Verhiltnis teilt jede der Transversalen jeweils die gegeniiberliegende Seite?

b) Lose die Aufgabe a) allgemein fiir die Teilungsverhéltnisse 1:n (neN) und m:n
(m, ne IN)!

4, Im Parallelogramm ABCD teile der Punkt E die Seite CD im Verhiltnis 2: 1, der Punkt
F die Seite AB im Verhiltnis 2: 3. Untersuche
a) wie sich die Transversalen BE und CF teilen,
b) wie sich die Transversalen AE und DF teilen,
¢) wie die Transversale AE die Diagonale BD teilt,
d) wie sich die Diagonale AC und die Transversale EF teilen!

5. Die Eckpunkte eines Sechsecks seien P,(4|3|—4), P,(3{—7|7), P;(—2|31-3),
P,(—3| —4]4), P;(0 1| —4), Po(—4|7] —5).
a) Weise nach, daB eine Kette aus den Vektoren zu P, P;, P,P,, PP, P,P,, PP, und
?P; ebenfalls ein Sechseck bildet!
b) Gilt dies fiir beliebige gew#hlte Punkte P,, P,, P;, P,, P, und P, im R,?
¢) Gilt dieser Sachverhalt sogar fiir jedes n-Eck im R, (neN); fiir welche n-Ecke gilt der
Sachverhalt ggf. nicht?

6. Fiir die Seitenvektoren @, b, € und d eines Trapezes ABCD (Bild 5.30) gelte: ¢= —k37
(mit k> 0). Der Diagonalenschnittpunkt sei S.
a) Driicke d durch & und b aus!
b) Driicke den Vektor § zu AS durch & und b aus!
¢) In welchem Verhéltnis teilt S die Diagonalen AC und BD?
d) Was gilt im Sonderfall k=1?

Bild 5.30 Bild 5.31

7. Fiir die Seitenvektoren &, b, ¢ und d eines Trapezes ABCD gelte ¢= —k3 (mit k >0).
M sei der Mittelpunkt der Seite AD (Bild 5.31); die Diagonale AC schneide die Trans-
versale BM im Punkte T.

a) In welchem Verhiéltnis teilt T die Diagonale AC?

b) In weichem Verhiltnis teilt T die Transversale BM?

¢) In welchen Verhéltnissen teilen sich entsprechend die Diagonale BD und die Trans-
versale CM?

d) Was gilt in den Sonderfillen k=0 und k=17
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8. a) Bestimme eine Gleichung der Geraden g durch den Punkt P,(4|0|2) parallel zur

2 1
b) Ermittle eine Gleichung der Ebene ¢, in der g, und der Punkt P,(7|1| —1) liegen, in
Parameterform!
c) Liegt der Punkt P,(0|2|3) in der Ebene £? Ermittle ggf. die Parameterwerte dieses
Punktes!

3 1
Geraden g,: X= ( 1) +t (4) in Parameterform!

9. a) Ermittle eine Parametergleichung der Ebene & durch die drei Punkte A(6|6|0),
B(0]10]0), C(0]0]6)!
0
)
0

b) Liegt der Punkt D(8|0|4) in der Ebene &? 1
¢) Untersuche die gegenseitige Lage von ¢ und der Geraden g zu X=[ 0
1 \
d) Ermittle eine Parametergleichung fiir die Schnittgerade der Ebene ¢ mit der Ebene
durch die Punkte A, B und D!
10. a) Zeige, dal die vier Punkte A(115]8), B(911]|4), C(5|7|2) und D(—3|11l6) in einer
Ebene ¢, liegen!
b) Ermittle eine Parametergleichung der Ebene ¢, !

¢) Ermittle den Schnittpunkt der Geraden g durch B und D mit der y-z-Ebene!
d) Ermittle das Schnittgebilde zwischen ¢, und der x-y-Ebene!

4 5 1
e) Untersuche die gegenseitige Lage von ¢, und ¢,: i’=<1)+u ( —3)+v(0) !
7 8 0

2 /1
11. Trifft die Gerade g zu i'=<8)+tk2) die Fliche des Parallelogramms ABCD, das
6 3

3 1
durch A(—2|—3|—4) und 2= (o). d= (6) bestimmt ist?
8 ‘.

12. Welches Stiick der Geraden durch die beiden Punkte P(4]2{0) und Q(8/8|8) liegt
innerhalb des Tetraeders mit den Eckpunkten A(5]9]3), B(6]4,5|10), C(3|0{4) und
D(10{6]5)?

13. Untersuche, ob die drei Geraden g,, g, und g, ein Dreieck einschlieBen! Berechne ggf.
die drei Eckpunkte und die Seitenlingen!

3 2 2 1 1 1
a) g,: i’=<—3)+r< 1); 2: i'=< 1)+s(—4); ot i’:( 2)+t (—1)
2/ \-3 =1 3 -1 0 )
-2\ /3 —10 -7 —1 2
b) g1:¥=(—5)+r(5); gzzi’=( —1)+s(—3); 3:i"=( 1>+t(—1)
2 0 6 2 3 -1

[Le]

o



94

§5, IV. Ubergreifende Aufgaben

14.

15.

16.

17.

Ein Parallelogramm werde von den Vektoren 2 und b aufgespannt (Bild 5.32). M, und
M, seien Mittelpunkte der Seiten AB und BC.

a) Ermittle Parametergleichungen der Geraden g, (A, M,), g,(C, M,) und g,(B, D)!

b) Zeige, daB die drei Geraden einen gemeinsamen Schnittpunkt S haben und ermittle
die jeweiligen Parameterwerte!

¢) Welche Rolle spielt S in dem Dreieck ABC? Lassen sich die Ergebnisse von b) in
diesem Zusammenhang begriinden?

Bild 5.32 Bild 5.33 Bild 5.34

Ein Tetraeder werde von den Vektoren 3, b und ¢ aufgespannt (Bild 5.33). Die Punkte
M,, M,, M, seien die Mittelpunkte der Strecken OA, OB, OC; M,, M,, M, seien die
Mittelpunkte der Strecken AB, BC und CA.

a) Ermittle Gleichungen der drei Geraden g,(M,, M,), g,(M,, M,), g,(M_, M)!

b) Zeige, daB die Geraden g, und g, sich in einem Punkte S schneiden!

¢) In welchem Verhiltnis teilt S die Strecken M, M, und M, M;?

d) Untersuche, ob S auch auf der Geraden g, liegt! Zeige, daB fiir den Vektor S zum
Pfeil OS gilt: S=1@+b+9)!

Eine schiefe Pyramide werde durch die Vektoren &, B, ¢ und d aufgespannt (Bild 5.34).
Die Grundfliche ABCD sei ein Parallelogramm mit dem Diagonalenschnittpunkt F. Die
Punkte M, und M, seien Mittelpunkte der Strecken OA und OB.

a) Ermittle Gleichungen der Geraden g, (M,, C) und g,(M,, D) in Parameterform!

b) Zeige, daB sich die Geraden g, und g, in einem Punkt S schneiden und daB fiir den
Vektor § zu OS gilt: §=1(@+0)!

c) In welchen Verhiltnissen teilt S die Strecken M, C und M, D?

d) Ermittle eine Gleichung der Geraden g,(O, F) und untersuche, ob der Punkt S auf der
Geraden g, liegt!

—_—

Bearbeite Aufgabe 16 fiir den Fall, daB fiir die Grundfliche ABCD gilt: CD= —1AB!
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§ 6 Lineare Gleichungssysteme (l)

l. Zur Einfiihrung

1. In den bisherigen Paragraphen sind schon mehrfach Systeme linearer Gleichungen aufge-
treten.

1) In §4 haben wir gesehen, daB die Frage, ob n Vektoren &,,3,,...,3, linear abhingig
sind, ob also die Gleichung

- - = ~
cya;+c,a,+...+¢c,a, =0

eine nichttriviale Losung hat, unmittelbar auf ein lineares Gleichungssystem fithrt. Wir
konnen sogar sagen, daB diese Gleichung lediglich eine Kurzschreibweise fiir ein lineares
Gleichungssystem darstellt.

2) In §5 fiihrte die Untersuchung der Lagebeziehungen zwischen Geraden und Ebenen
gleichfalls auf die Frage, ob gewisse Vektoren linear abhingig sind oder nicht, also ebenfalls
auf lineare Gleichungssysteme.

2. Es gibt zahllose weitere Probleme in den verschiedensten Anwendungsgebicten der Ma-
thematik, die nur mit Hilfe von linearen Gleichungssystemen gelost werden konnen. Wir
zeigen dies an dem folgenden

Beispiel:

Viele Haushaltsgerdte (Spiilbecken, Spiilmaschinen, Waschmaschinen usw.) sind aus V2A-
Stahl (bekannt unter dem Namen ,,Nirosta“) hergestellt. Dieser Edelstahl enthélt neben Eisen
18 9% Chrom und 8 % Nickel. Man kann Nirosta herstellen, indem man reinem Stahl die
erforderlichen Mengen Chrom und Nickel zusetzt und diese Mischung zusammenschmilzt.
Man kann aber auch verschiedene Stahllegierungen, die bereits Chrom und Nickel enthalten,
zusammenschmelzen, um V2A-Stahl zu erhalten.

Aus zwei Legierungen mit

1) 14 % Chrom und 10 % Nickel und
2) 24 %, Chrom und 5 % Nickel

erhilt man z.B. eine Tonne Nirosta, wenn man 0,6t der ersten und 0,4t der zweiten Sorte
zusammenschmilzt. In einer Tonne der beiden Legierungen sind nidmlich 0,14t bzw. 0,24 t
Chrom enthalten. Der Chromgehalt der neuen Legierung betrigt also

0,14-0,6 t+0,24-0,4t=0,084 t+0,096 t=0,18 t.

Entsprechend ergibt sich fiir den Nickelgehalt der neuen Legierung:
0,1-0,6t+0,05-0,4t=0,06t+0,02t=0,08t.

Also enthélt die Mischung 18 % Chrom und 8 % Nickel, ist also tatséichlich V2A-Stahl.
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3. Wir fragen nun, ob man Nirosta auch aus den folgenden vier Legierungen herstellen kann
und welche Mengen man ggf. von den einzelnen Sorten in die Schmelze einbringen muB.

Legierung 1 Legierung 2 Legierung 3 Legierung 4

Gehalt an Chrom 24 %, 4% 14 % 14 %
Gehalt an Nickel 4% 12% 0% 16 %

Wir bezeichnen die Anzahl der Tonnen, die man zur Herstellung von einer Tonne Nirosta
von der k-ten Legierung nehmen muB, mit x, (fiir k=1, 2, 3, 4). Weil wir unsere Berechnung
auf die Herstellung einer Tonne Nirosta bezichen, muB gelten:

X +X,+X3+x,=1 mit x, >0 (fiir k=1,2,3,4).

Dies ist eine lineare Gleichung in den vier Variablen x,, X,, X; und x,.
Die neue Legierung mufl 18 % Chrom und 8 %, Nickel, also 0,18 t Chrom und 0,08 t Nickel
enthalten; daher muB} gelten:

0,24-x,+0,04-x,+0,14-x,+0,14-x,=0,18
und 0,04-x,+0,12.x,+0 -x;+0,16-x,=0,08.

Da fiir eine Losung (x,|x,|X5]x,) unseres Problems alle drei Gleichungen erfiillt sein miissen,
sind diese drei Gleichungen konjunktiv (also durch ,,und“) zu verkniipfen:

X+ X,+ X3+ X,=1
A024-x,+0,04.x,+0,14-x,+0,14-x,=0,18
A004.x,40,12.x,+0 -x;+0,16-x,=0,08.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem von drei Gleichungen mit vier Variablen. Allerdings
ist bei diesem Beispiel iiberdies noch die Bedingung

x>0 (fir k=1,2,3,4)

zu beachten.
Wir werden die Losung dieses Problems in § 7, II (Seite 118) bestimmen.

4. Bisher hatten wir es meist mit zwei Arten von linearen Gleichungssystemen zu tun:

1) mit Systemen aus zwei Gleichungen mit zwei Variablen und
2) mit Systemen aus drei Gleichungen mit drei Variablen.

Beispiele: 1) { 3x—2y=38 2) 3x+2y— z=6
ASx—3y=4 A2x— y+3z=9
A x+ y— z=0

Diese Systeme enthalten ebenso viele Variable wie Gleichungen. Beim Beispiel unter 3. ist
dies nicht der Fall; dieses System besteht aus drei Gleichungen mit vier Variablen. Wir
werden im folgenden auch lineare Gleichungssysteme betrachten, bei denen die Anzahl der
Gleichungen (m) von der Anzahl der Variablen (n) verschieden ist.

AuBerdem werden wir gelegentlich — z.B. bei allgemeinen Uberlegungen — die Variablen
nicht mit x, y, z, sondern mit x,, X,, X5, allgemein mit x,, x,, ..., X, bezeichnen.
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5. Wir definieren zunichst die grundlegenden Begriffe.

D6.1 Unter einer ,linearen Gleichung mit n Variablen® versteht man eine Gleichung,
die durch Aquivalenzumformungen auf die Form

a,x,+a,X,+...+a,x,=r (mit a,,a,,...,a,, reR)

gebracht werden kann.

Die Zahlen a,, a,, ..., a, heiBen die ,,Koeffizienten*, die Zahl r heiBt das ,,Absolutglied* der
linearen Gleichung. (Der Name ,Absolutglied” bedeutet natiirlich nicht, daB die Zahl r
immer positiv bzw. nichtnegativ sein miiBte.)

D6.2 Unter einem ,Jlinearen Gleichungssystem* versteht man eine Aussageform, in der
m lineare Gleichungen mit n Variablen konjunktiv miteinander verkniipft sind.

Beispiel: Ein lineares Gleichungssystem von 3 Gleichungen mit 5 Variablen ist:

2%, —7%x,+4x3+3x,— x5= 3
A —X;+2x,—6x3+2x,—3x5=—8
A 5%, —4x,+0x;—Tx,+6x5= 1

Bemerkungen:
1) Allgemein schreibt man ein lineares Gleichungssystem hdufig in der Form:

a1 X ta X+ +a X, =1,
A8y Xy +ayX,+ -+ 2,X,=T1,

ANag Xy tap, X+ ta X =1

Bei den Koeffizienten a;, gibt also der erste Index (i) an, in welcher Gleichung diese Zahl
auftritt; der zweite Index (k) gibt an, bei welcher Variablen der Koeffizient steht.

2) Die Untersuchung von Vektoren @, @,, ..., &, auf lineare Abhingigkeit fiihrt jeweils auf
ein Gleichungssystem, bei dem fiir die Absolutglieder auf der rechten Seite gilt:

r;=1,=..=1,=0.

In einem solchen Fall spricht man von einem ,,homogenen Gleichungssystem‘; gilt dagegen
fir wenigstens eine Zahl auf der rechten Seite r, =0, so spricht man von einem ,,inhomoge-
nen Gleichungssystem*‘.

3) Fiir die mit linearen Gleichungssystemen durchzufiihrenden Rechnungen ist es meistens
recht umstidndlich, das Zeichen ,A“ fiir die konjunktive Verkniipfung der Gleichungen
mitzuschleppen. Wir vereinbaren daher, daB wir im folgenden das Zeichen ,,A“ bei einem
linearen Gleichungssystem in der Regel weglassen. Wenn also mehrere lineare Gleichungen
untereinander geschrieben sind, so soll dies bedeuten, daB3 die Gleichungen konjunktiv zu
verkniipfen sind, auch wenn das Verkniipfungszeichen ,, A“ weggelassen ist. Die Zusammen-
gehorigkeit der Gleichungen kennzeichnen wir in der Regel durch eine vor das ganze System
gesetzte groBe geschweifte Klammer.
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Ubungen und Aufgaben
1. Untersuche, welche der folgenden Gleichungen lineare Gleichungen sind! Begriindung!
a) 3(x—2y)+6=4x-8 b) 5x(1—-y)=2(x—3y+1)
¢) 2x+1)(y—2)=(y+5)(2x—3) d) 3(x—2y)=y+2(1-3x)
¢) (y+3)(x—y)=(x+2)(y —4) —y? ) Cx+1)y-3%=Qy-5x-7)
2. Untersuche, ob es sich um ein lineares Gleichungssystem handelt! Begriindung!
a) 3x-2x(1-y)=4 b) 3x—-2y)-2(y+ x)= 2 ¢) x(x+1)=3+x?
Ax—y=1+y A2(y—3x)+6(x—2y)=—5 Ay(l=y)=1-y?

3. Stelle das lineare Gleichungssystem auf, durch das ermittelt werden kann, ob die folgen-
den Vektoren linear abhéngig sind oder nicht!

(3 CFE o6 R

4. Zeige, daB die folgenden Vektoren linear unabhéngig sind !

1 1 0 0 1 0 0 0
1 =] 0 0 0 1 0 -1
< 0 1 1 DA )tolla) | o
0 0 1 0 0 1 0 1

5. Der Vektor b soll aus den Vektoren von Aufgabe 4a) und 4b) linear erzeugt werden.
Ermittle die zugehorigen Faktoren ry,r,,r; und r, !

5 1,5 w 1

= | =2 = 2,5 S | 4 - [ -1
a) b= b b= | | 0 b=| d b={ |
~] 1 3 —1

6. EBine Malzfabrik hat Gerste aus verschiedenen Anbaugebieten verarbeitet. Auf Lager sind
nun drei Malzsorten A, B und C, die sich in 3 Werten, im EiweiBanteil (%), im
Viskositdtsfaktor und im Farbfaktor unterscheiden (vgl. Tabelle). Beim Mischen von
Sorten sind Viskositdtsfaktor und Farbfaktor wie Mengenanteile zu berechnen.

Sorten
. Sorte A Sorte B Sorte C
Anteile
Eiwei 13 11 12
Viskositdt 1,5 1,6 1,8
Farbe 6,5 2,4 5,0

Eine Brauerei bestellt die Lieferung von 10t Malz mit einem EiweiBanteil von 12,25 %,
dem Viskositédtsfaktor 1,6 und dem Farbfaktor 5,1. Stelle ein Gleichungssystem auf, mit
dem man entscheiden kann, ob die Malzfabrik die gewiinschte Mischung herstellen kann!
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7. Die Verpflegung einer Expedition soll aus Konserven so zusammengestellt werden, daBl
die Anteile an den drei wichtigsten Bestandteilen die folgenden sind: 15 % EiweiB, 40 %,
Fett und 45 ), Kohlehydrate. Das Gesamtgewicht darf nicht mehr als 400 kg im Ex-
peditionsgepédck ausmachen. Ausgewdhlt werden kann aus vier Sorten Konserven (vgl. Ta-
belle).

Sorten '
R Sorte A Sorte B Sorte C Sorte D
Anteile
Eiweill 10% 15% 30% 20%
Fett 40% 45% 25% 35%
Kohlehydrate 50% 40 45% 457

a) Stelle ein lineares Gleichungssystem auf, mit dem entschieden werden kann, ob die
Verpflegung im gewiinschten Sinne zusammengestellt werden kann!

b) Beim Einkauf stellt sich heraus, daB die Konserven der Sorte C verhdltnisméBig teuer
sind. Stelle ein Gleichungssystem auf fiir den Fall, daB Sorte C nicht beriicksichtigt wird!

1. Das GauBsche Eliminationsverfahren

1. Bisher haben wir lineare Gleichungssysteme nach dem Einsetzungsverfahren (bzw. nach
dem Sonderfall des Gleichsetzungsverfahrens) und nach dem Additions- bzw. Eliminations-
verfahren gelost. Beide Verfahren haben wir in der Sekundarstufe I ausfithrlich besprochen.
Wir wiederholen das Wesentliche an dem folgenden Beispiel:

2x+ y+3z= 5

{ X+2y—4z=-6
—3x+ y+6z=-2

1) Wir 16sen dieses System zunichst nach dem Einsetzungsverfahren. Wir 16sen die erste
Gleichung nach x auf:
x=—2y+4z-6.
In der zweiten und in der dritten Gleichung ersetzen wir die Variable x dann durch den
Term —2y+4z—6:
2(—2y+4z—-6)+y+3z= 5 - —3y+1lz= 17
—3(—2y+4z—6)+y+6z=-2 Ty— 6z=-20§"

Wir 16sen nun die erste Gleichung des neu erhaltenen Systems nach y auf und setzen den

sich ergebenden Term in die zweite Gleichung ein: y=4z—4L.

T&z—5)—62=-20 <« Fz—142-18;= 60 o 39732 o z=1
Wir setzen nun den gefundenen Wert z=1 in y=%~z—¥ ein und erhalten: y=13—1—13—7= -2.

Die gefundenen Werte fiir y und z setzen wir schlieBlich noch in die Gleichung x= —2y+4z—6
ein und erhalten x= —2(—2)+4-1—-6=4+4—-6=2. Es gilt also:

x=2Ay=-2Az=L

Fiihre die Probe am gegebenen Gleichungssystem durch (Aufgabe 1)!
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Bemerkung: Man kann die Losung als Zahlentripel angeben, also in der Form (2| —2|1) oder
2

auch als Spaltenvektor: X= ( —2). Die auBerdem noch mogliche Schreibweise als Losungs-
1

menge L={(2| —2|1)} ist sehr aufwendig; sie liefert {iberdies keine zusdtzliche Information;

daher werden wir in der Regel auf diese Schreibweise verzichten.

2) Wir 16sen nun dasselbe Gleichungssystem nach dem Additionsverfahren. Man spricht
auch vom ,Eliminationsverfahren*. Wir eliminieren zundchst die Variable x, dann die
Variable y. Wir schreiben die Faktoren, mit denen die einzelnen Gleichungen multipliziert
werden, seitlich neben die Gleichungen. Nach der Multiplikation mit diesen Zahlen werden
die betreffenden Gleichungen addiert.

x+2y— 4z=—-6|-(=2) |-3
2x+ y+ 3z= 5|1
—3x+ y+ 6z=-2 .1

X+2y— 4z=—- 6 ’
—3y+1lz= 17 -7
Ty— 6z=—20 .3
x+2y— 4z=—6
—3y+11z= 17
59z= 59

Aus der letzten Gleichung ergibt sich unmittelbar: z=1. Wir setzen diese Zahl in die zweite
Gleichung ein und erhalten:

—3y+11=17 < 3y=—6 < y=—2.
Durch Einsetzen von y= —2 und z=1 in die erste Gleichung erhalten wir schlieBlich:
x—4—4=—-6 <« x=2.

Es ergibt sich also auf diese Weise selbstverstindlich ebenfalls das Losungstripel (2| —2/(1).

2. Das Einsetzungsverfahren hat — wie obiges Beispiel schon zeigt — den Nachteil, da
man meist schon am Anfang dividieren und dann mit Briichen weiterrechnen mufB. Dieser
Nachteil wird beim Eliminationsverfahren weitgehend vermieden; hdchstens im letzten
Schritt mufl dividiert werden.

Wir wollen uns daher mit diesem Eliminationsverfahren etwas nidher befassen. Die Art der
Durchfiithrung des Verfahrens, wie wir sie im folgenden besprechen, geht auf den groBen
deutschen Mathematiker Carl Friedrich GauB (1777 —1855) zuriick. Man spricht daher vom
,»Gaubschen Eliminationsverfahren*, kurz vom ,,GauB-Verfahren‘‘.

3. Bei unserem Beispiel hat sich am Ende das folgende Gleichungssystem ergeben:
Xx+2y— 4z=-6

—3y+1lz= 17
S9z= 59.
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Man sagt: dieses Gleichungssystem hat ,,Dreiecksform‘. Diese Form ist dadurch gekenn-
zeichnet, daB die Koeffizienten unterhalb der sogenannten ,,Hauptdiagonalen* (von links
oben nach rechts unten) samtlich den Wert O haben. Ausfiihrlich geschrieben lautet das
System nimlich:

x+2y— 47z=-6
0x—3y+11z= 17
0x+0y+59z= 59.

Ein solches Gleichungssystem ist einfach zu 16sen, weil man aus der letzten Gleichung den
Wert fiir z, durch Einsetzen in die vorletzte Gleichung den Wert fiir y und durch Einsetzen
in die erste Gleichung schlieBlich noch den Wert fiir x erhilt.

4, Ziel des Eliminationsverfahrens ist es also, ein gegebenes lineares Gleichungssystem auf
diese Dreiecksform zu bringen. Man erreicht dies — wie das Beispiel zeigt — in der Regel
dadurch, daB man die Gleichungen zunidchst mit geeigneten Zahlen multipliziert und dann
addiert.

Es kann dabei zweckmiBig sein, auBerdem noch Gleichungen auszutauschen.

Beispiel: [ —2x+2y+7z=0
x— y—3z=1
3x+2y+2z=5.
Der Koeffizient von x hat in der zweiten Gleichung den Wert 1; daher ist es zweckmiBig,

die beiden ersten Gleichungen auszutauschen. Wir eliminieren dann x und y mit Hilfe der
seitlich angegebenen Faktoren.

x— y— 3z=1]-2|-(~3)
—2x+42y+ 72=0 |- 1

3x+2y+ 2z=51 | |-1
x— y— 3z=1 J Hier ist die Dreiecksform sofort dadurch
< z=2 zu erreichen, dal man die beiden
Sy+11z=2 letzten Gleichungen austauscht.
x— y— 2z=1
<! Sy+11z=2
z=2

Daraus ergibt sich durch Einsetzen von z=2 in die zweite Gleichung:
5y=2-11z=2-22=-20 => y=—4

und durch Einsetzen von y= —4 und z=2 in die erste Gleichung:
x=y+3z+1=—4+6+1=3.

Das Losungstripel ist also (3| —4]2).

DaB es sich bei den durchgefiihrten Umformungen tatsichlich um Aquivalenzumformungen
handelt, werden wir anschlieBend zeigen.
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5. Wie man den behandelten Beispielen entnehmen kann, kommen beim Eliminationsver-
fahren die folgenden Einzelumformungen vor:

Vertauschen von Gleichungen;
Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null verschiedenen Zahl;
Addition zweier Gleichungen.

Wir haben zu zeigen, daB es sich hierbei stets um Aquivalenzumformungen handelt.

Zu 1): Es ist unmittelbar einsichtig, daB ein Vertauschen zweier Gleichungen in einer
konjunktiven Aussageform deren Losungsmenge nicht dndert. (Der Grund dafiir ist die
Gleichwertigkeit jeder Aussage A A B mit der entsprechenden Aussage B A A)

Zu 2): DaB die Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null verschiedenen Zahl stets
eine Aquivalenzumformung ist, haben wir bereits in der 8. Klasse bewiesen. Es gilt:

T,=T, & cT;=cT, (fiir c£0).
Zu 3): Bei der dritten Umformungsart ist Vorsicht geboten; dies zeigt das folgende
Beispiel: [2x+ y+3z=-4
2x+2y+ z= 1
x+2y+3z= 1
Da es jeweils zwei Gleichungen gibt, in der die Koeffizienten von x bzw. von y bzw. von z
iibereinstimmen, konnte man auf den Gedanken kommen, jeweils diese Gleichungen zu

addieren, nachdem man jeweils eine von ihnen mit —1 multipliziert hat. Wenn man dies
durchfiihrt, erhdlt man:

2x+ y+3z=-4|-(-1) (=1

2x4+2y+ z= 1 |1 -(—=1)

x+2y+3z= 1 | -1 -1
y—2z= 5<J

—X +2z= 00—

-X+ y = 35

Wie man durch Einsetzen leicht bestédtigen kann, hat das neue Gleichungssystem z.B. das
Losungstripel (2|7]1). Dieses Tripel erfiillt aber nicht das gegebene Gleichungssystem. Dies
gilt noch fiir viele weitere Tripel, z.B. fiir (0|5/0) und fiir (4]/9|2). Lediglich das Tripel
(—213| —1) erfiillt beide Gleichungssysteme (Aufgabe 2).

Hier ist also keine Aquivalenzumformung, sondern nur eine Folgerungsumformung durchge-
fiihrt worden. Der Grund dafiir liegt darin, daB wir die Gleichungen des gegebenen Systems
beliebig miteinander kombiniert, dabei aber keine Gleichung des gegebenen Systems ins neue
System iibernommen haben. Allgemein gilt natiirlich: T, =T, A Ty;=T, = T, +T,=T,+T,;
denn, wenn die beiden Gleichungen T;=T, und T,=T, erfiillt sind, ist selbstverstindlich
auch die Gleichung T, + T, =T, + T, erfiillt.

Aus der Gleichung T, +T;=T,+T, kann man das System T, =T, A T,=T, aber nur dann
zuriickgewinnen, wenn man eine der beiden Gleichungen (T, =T, oder T;=T,) konjunktiv
mit der neuen Gleichung T, +T; =T, + T, verkniipft.

Esgilt zB. T, +T;=T,+T, A T,=T, = T,=T,.
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Wir zeigen dies, indem wir von der ersten Gleichung die zweite subtrahieren:

(T, 4+ Ty)—T,=(T,+T)—T,
=T, HT;-T)=T,+(T,-T,)
= T,+#40 = T,+0
= Ty T,, qed

Genauso kann man zeigen, daB gilt: T, +T,=T,+T, A T,=T, = T;=T, (Aufgabe 3a).
Insgesamt gilt also z.B. T, =T, A T,=T, < T,=T, AT, +T; =T, +T,.

Jeder einzelne Umformungsschritt stellt also mit Sicherheit eine Aquivalenzumformung dar,
wenn man eine der beiden benutzten Gleichungen in das neue Gleichungssystem iibernimmt.
Insgesamt kdnnen wir feststellen:

S$6.1  Bei einem linearen Gleichungssystem sind die folgenden Umformungen stets Aqui-
valenzamformungen: ,

1) Vertauschen von Gleichungen; s g
2) Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null versclnedenen Zahl;

3) Ersetzen einer Gleichung durch die Summe aus dieser und einer anderen
Gleichung.

6. Bei der Durchfiihrung des GauBverfahrens geht man am besten so vor, dal man zur
Elimination einer Variablen stets mit derselben Gleichung arbeitet und diese dann in das
neue System iibernimmt. In den meisten Fillen ist es zweckmiBig, bei der Elimination der
ersten Variablen mit der ersten Gleichung, bei der Elimination der zweiten Variablen mit der
(neuen) zweiten Gleichung zu arbeiten, usw.

Dies ist jedoch nur mdglich, wenn fiir den Koeffizienten c,;, der beim jeweiligen Umfor-
mungsschritt in der Hauptdiagonale der betreffenden Zeile steht, gilt: c;;+0.

Ist ¢;;=0, so muB man Gleichungen (und evtl. auch Variable) austauschen. Mit solchen
Vertauschungen kann man gelegentlich auch Rechenvorteile erzielen. Wir werden auf diese
Probleme in § 7,11 zuriickkommen.

7. AbschlieBend 16sen wir das Gleichungssystem des letzten Beispiels korrekt mit dem
GauBverfahren. Wir tauschen zunichst die erste mit der dritten Gleichung aus, weil die
Variable x in der dritten Gleichung den Koeffizienten 1 hat.

x+2y4+3z= 1 {-(=2)|-(—2)
2x+2y+ z= 1|1

2x+ y+3z=-4 -1
x+2y+3z= IJ
< —2y—-5z=-1
—3y—-3z=-—6 (-2
x+2y+3z= 1
< 2y—5z= 1
—9z= 9«
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Daraus ergibt sich: z=—1; 2y=1-5z=1+5=6 = y=3 und
x=1-2y—3z=1-6+3 = x= —2. Das Losungstripel ist also (—2|3|—1).
Fiihre die Probe am gegebenen System durch (Aufgabe 2)!

Ubungen und Aufgaben

1. Bestatige, daB (2] —2|1) Losung des Gleichungssystems von Beispiel 1) (Seite 99) ist!
2. Bestdtige, daB das umgeformte Gleichungssystem von Seite 102 die Ldsungen (2|7|1),
(015]0), (41912) und (—2|3|—1) hat, daB aber nur das Tripel (—2|3|—1) das vor-

gegebene und das umgeformte Gleichungssystem erfiillt!

3. Beweise: a) T, +T;=T,+T, AT, =T, = T,=T, und
b) T,+T;=T,+T, A T,=T, = T,=T,!

4. Lose mit dem GauBlschen Eliminationsverfahren die linearen Gleichungssysteme !

a) [4x+3y+3z=6 b) x+ y— z=-1 ¢) [ x—-3y—4z= 1
x+3y— z=4 x+4y+2z= 2 2x+ y— z= 2
4x+2y+3z=1 —Xx+4y+4z= 2 5x— y—-3z=-—4

d) [ 3x+2y+5z=—-1 €) x+ y— z=2 f) 2x+5y+ z= 1
—x—3y+ z= 5§ —2x+3y— z=1 x—3y—-3z= 1
2x+ y—3z= 0 7x—=3y+5z=4 3x+4y—-2z=-2

5. Auf einer Kleinkunstbithne verbliifft ein Zauberkiinstler seine Zuschauer beim Zahlen-
Raten: ein Zuschauer soll sich drei Zahlen denken und dann die drei Summen von je zwei
der drei Zahlen laut nennen. Auf Anhieb ruft der ,Zauberer dann die gedachten Zahlen
in den Raum. Hat er sie geraten?

a) Die drei Summen von je zwei Zahlen seien 6, 11 und 15. Ermittle mit dem GauBver-
fahren die drei gedachten Zahlen!

b) Als der Zauberkiinstler einem Freund seinen ,,Trick® verrit, entpuppt er sich als ein
»ochnellrechner”: er addiert die drei laut genannten Summen von je zwei der gedachten
Zahlen und erhilt dadurch die doppelte Summe aller drei Zahlen, also 2x +2y+2z. Diese
Summe halbiert er und subtrahiert von dem Ergebnis, also von x+y+z der Reihe nach
die drei laut genannten Zweiersummen. Das Ergebnis ist jeweils eine der drei gedachten
Zahlen. Rechne dieses Losungsverfahren mit den in a) gegebenen Zweier-Summen durch!
Konnte man das GauBverfahren auch so anwenden?

6. Der Schnellrechner (Aufgabe 5) dndert seinen ,,Trick® ab: er 148t sich wieder drei Zahlen
nennen; aber diesmal soll der Zuschauer jeweils zwei der drei gedachten Zahlen addieren
und die dritte subtrahieren. Untersuche, wie der ,, Trick® jetzt funktioniert!

a) Ermittle aus den drei genannten Zahlen 4, 6 und 10 (3, 5 und 7) die drei gedachten!
b) Ein Student will den ,,Zauberer” auf die Probe stellen und ruft ihm die Zahl —9, 1
und 13 zu. Klappt der ,,Trick®“ auch diesmal?

¢) Untersuche, ob der Rechen-Trick immer gelingt!
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7. In einer Serie von Signalfarben sind nur zwei Grundfarben, ein roter Farbton und ein
gelber Farbton, mit unterschiedlichen Anteilen gemischt. In einer Fabrikhalle sollen
Notausgangstiiren angestrichen werden:
in einer helleren Ecke der Halle in einer Signalfarbe mit 60 % Rotanteilen und 40 %
Gelbanteilen,
in einer dunkleren Ecke der Halle in einer Signalfarbe mit 30 % Rot und 70 % Gelb.

Im Materiallager finden die Arbeiter nur noch zwei Behilter mit Farbe vor; einen mit
10 % Gelb und 90 % Rot und einen zweiten mit 90 % Gelb und 10 %, Rot.
Lassen sich die gewiinschten Farben aus ihnen mischen?

li. Die Darstellung von linearen Gleichungssystemen durch
Matrizen

1. Bei den Umformungen eines linearen Gleichungssystems nach dem GauB-Verfahren ha-
ben wir stets nur mit dem Koeffizienten und den Absolutgliedern des Systems gearbeitet,
nicht aber mit den Variablen. Man kann daher die bei der Durchfiihrung dieses Verfahrens
zu leistende Schreibarbeit dadurch erheblich reduzieren, daB man nur die Koeffizienten und
die Absolutglieder des Systems aufschreibt, die Variablen also wegldBt.

Beispiel: Das Gleichungssystem

—x—2y+4z= 6
2x+ y+3z= §
3x+3y—-2z=-2

wird vollstdndig erfaBt durch das folgende Zahlenschema:

-1 -2 4 6\
2 1 3 5|
3 3 -2 -2

Ein solches rechteckiges Zahlenschema (in runde Klammern eingeschlossen) nennt man eine
,»Matrix* (Plural: ,Matrizen®). Diese Matrix hat drei Zeilen und vier Spalten.

Fiir das Gleichungssystem ist ferner die Matrix von Bedeutung, die nur die Koeffizienten des
Systems enthilt, bei obigem Beispiel also die Matrix:

-1 -2 4
2 1 3
3 3 -2

Diese Matrix heiBt ,,Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems; siec hat bei diesem
Beispiel drei Zeilen und drei Spalten. Im Gegensatz dazu heiBt die Matrix, die auBer den
Koeffizienten noch die Absolutglieder in der letzten Spalte enthilt, die ,,erweiterte Matrix
des linearen Gleichungssystems. Wir bezeichnen die Koeffizientenmatrix in der Regel mit A,
die erweiterte Matrix in der Regel mit B. Da man einer gegebenen Matrix nicht ohne
Zusatzinformation ansieht, ob es sich um die Koeffizientenmatrix A oder um die erweiterte
Matrix B handelt, trennen wir in der erweiterten Matrix B die letzte Spalte durch einen
vertikalen Strich von den Koeffizienten ab.
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2. Allgemein definiert man:

D63 Zu einem linearen Gleichungssystem

EITE VS 5 TPS U8 SO0 = PG W)
Ay, X +a,,X,+...4a, X, =T,
« « « + s 4+ « w « + . gehiren die ,Koeffizientenmatrix*
A XAt tda, X =,

U335 845 .00 By, Ayy Ayy s By Xy |

A,, 8y; .. 2 ] . ' Ay, 8,5 .en As T
A= IR ELEEE 22 7 | und die erweiterte Matrix B={ "3* 22 ° Zaile 2810

Ay Ay .o Ay, By Ay e An | T

Bemerkungen:

1) Bei einem Koeffizienten a;, gibt der erste Index (i) die Zeile, der zweite Index (k) die |
Spalte an, in der a;, steht.

2) Bei Umformungen arbeiten wir in der Regel mit der Matrix B, weil die Matrix A ganz in
B enthalten ist.

3. Wir zeigen nun, wie man ein lineares Gleichungssystem mit Hilfe der erweiterten Matrix
nach dem GauBverfahren 18sen kann. Dabei benutzen wir zur Kennzeichnung der Umfor-
mungen die folgenden Zeichen:

1) :’_] bedeutet: die Zeilen, an denen die Pfeilspitzen stehen, werden ausgetauscht.
2) |-a bedeutet: die betreffende Zeile wird mit a multipliziert. \
3) lz bedeutet: die mit a multiplizierte obere Zeile wird zur mit b multiplizierten unteren

' Zeile addiert.

4) [ b bedeutet: die mit b multiplizierte untere Zeile wird zur mit a multiplizierten oberen
' Zeile addiert.

AuBerdem kennzeichnen wir den Ubergang von einer Matrix zur nichsten durch einen
waagerechten Pfeil (—).

Beispiel: (—x—2y+4z= 6
2x+ y+3z= §
3x+3y—2z=-2

-1 =2 4| 6 1-2 -3 -1 -2 416 -1 -2 4| 6
2 1 3] 5]4¢-1 - 0 -3 11 {17 |}|-(-1)— 0 -3 11|17
3 3 =22 -1 0 —3 10 |16/ |-1 0 0 —-11{-1

Damit ist die Dreiecksform erreicht. Aus der letzten Zeile ergibt sich: —z= —1, also z=1.
Aus der zweiten Zeile entnimmt man:

—3y+11z=17 <& —3y=17—-11=6 = y=—2.

P,-
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Aus der ersten Zeile erhilt man schlieSlich:
—x—2y+4z=6 < x=—-2y+4z—6=4+4—-6=2.
Das Losungstripel ist also (2] —2|1).

4. Statt bei der Dreiecksform der Matrix aufzuhdren, kann man das GauBverfahren noch
weiterfilhren. Man kann nédmlich bei diesem Beispiel die Koeffizienten oberhalb der Haupt-
diagonalen der Koeffizientenmatrix auch noch zu Null machen dadurch, daB man zunichst
mit den Zahlen der letzten, dann mit den Zahlen der vorletzten Zeile arbeitet. Die Zahlen,
auf die es bei den einzelnen Umformungsschritten ankommt, sind in der gleichen Farbe
gekennzeichnet.

-1 -2 [4]] 6 o1 -1 -2 0] 2
0 -3 (D |17 [ 1 - 0 =3 0| 6}]:(=3)
o o[=D]||-1/|-11]|-4 0 0 —1]|-1

Um einfacher rechnen zu konnen, dividieren wir nun aie Zahlen der zweiten Zeile durch
—3; dann erhalten wir in der Mitte der Matrix die Zahl 1:

=1 (=2) 0| 2 ]-‘1 =1 0 0f=2\ |«(=1
> o D of-2}12 - 01 0|2
0 0 -1 l—1 8 0 -1 |-1f [«(—1)

Zum SchluB multiplizieren wir noch die erste und die letzte Zeile mit (—1), um in der
Hauptdiagonalen der Matrix A iiberall die Zahl 1 zu erhalten:

1 00 2
01 0 (=2},
1

0 01
Dieser Matrix kann man unmittelbar die Losung des Gleichungssystems entnehmen:

x=2Ay=—-2Az=1.

5. Die Koeffizientenmatrix ist bei diesem Verfahren auf die Form

1 00
010
001

gebracht worden. Diese Matrix hat ,,Diagonalform®, weil nur die Hauptdiagonale (von links
oben nach rechts unten) mit von Null verschiedenen Zahlen besetzt ist. In diesem Falle
haben die Zahlen in der Hauptdiagonale sogar simtlich den Wert 1; daher nennt man diese
Matrix eine ,,Einheitsmatrix“; genauer handelt es sich um die Einheitsmatrix mit drei Zeilen
und drei Spalten, also um die ,,dreireihige Einheitsmatrix,

Bemerkung: Nicht jede Matrix 146t sich — wie wir unten noch sehen werden — auf diese
Form bringen. Meistens sind die durchzufiihrenden Rechnungen auch unangenehmer als bei
obigem Beispiel, weil in der Regel Bruchzahlen nicht zu vermeiden sind. Wir werden daher
dieses vervollstindigte GauBverfahren nur gelegentlich anwenden.
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6. Wir behandeln abschlieBend ein weiteres Beispiel fiir das erweiterte GauBverfahren:
2x+ y+ z= 1
2x—2y— z=-17
4x+ y+3z= 1

2 1 1|1 l-(—l) (=2 2 1 1] 1
B=(2 -2 —1|-7] -1 - [0 -3 -2(-8 l-l
4 1 3|1 1 0 -1 1|=1/ |-(=3)
2 1 1] 1 /2 1 1|1 .1
>0 =3 —=2|-8) |-(-1) - (o 3 2 |8 T.1
0 0 —5|-5/ |:(=5) 0 0 1 |1/ {«(=2){-(—1)
2 1 010 2 1 0 ]0 I-l
{0 3 0 6] 1:3 > |0 1 0 [2] |-(=1)
0 0 1 |1 0 0 1 |1
2 0 0|=2 1 0 0|1
-0 1 0| 2} |:2 - [0 1 o0f 2
0 0 1| 1 0 0 1|1

Dieser Matrix kann man die Losung des Gleichungssystems unmittelbar entnehmen:
x=—1Ay=2Az=1

Das Losungstripel ist also (—1|2]1).

7. Die in diesem Abschnitt durchgefiihrten Beispicle sind alle von der gleichen Art: drei

Gleichungen mit drei Variablen. AuBerdem haben wir nur Systeme mit eindeutiger Losung

behandelt. Wir wissen aber schon seit langem, daB lineare Gleichungssysteme auch unerfiill-

bar sein oder unendlich viele Losungen haben k&nnen. Mit solchen Systemen werden wir uns
in § 7 beschéftigen.

Ubungen und Aufgaben

1. Stelle fiir die folgenden linearen Gleichungssysteme die Koeffizientenmatrix und die
erweiterte Matrix auf! Bringe die Koeffizientenmatrix nach Mdglichkeit auf die Diago-
nalform! Lose die Gleichungssysteme!

a)( x+2y+ z=1 b) [2x+y—2z=—6 ¢) (3x+4y+2z=0 d) (—x+y+2=0
x+4y+3z=1 y+ z= 0 x+ y+ z=0 X—y+z=2
2x-2y+ z=7 3x —-2z= 1 4x+4y =0 x+y =1

2. Lose das Gleichungssystem mit dem erweiterten GauBverfahren!

a) 4x+3y—-3z—8u=—10 b)( x—y+ z— u= 0
x— y+ z+4u= 13 Xx+y— z— u= 6
—4x—-2y+ z+3u=- 3 x—y— z+ u=-2
3x— y—2z—Tu=—- 6 2x+y—2z+3u= 0
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III. Die Darstellung von linearen Gleichungssystemen durch Matrizen

3. Stelle fiir die im Lehrtext des II. Abschnittes behandelten linearen Gleichungssysteme
jeweils die Koeffizientenmatrix und die erweiterte Matrix auf! Uberfithre die Koeffizien-
tenmatrix in die Einheitsmatrix und 16se so das betreffende Gleichungssystem! Verglei-
che die Losungsverfahren hinsichtlich Rechnungsumfang und Durchsichtigkeit!

4. Der Rechenkiinstler erhélt aus dem Publikum die folgenden drei Zahlen —1, 10, 3 als
Zweiersummen (vgl. S. 104, Aufgabe 5). Ermittle die drei gedachten Zahlen mit Hilfe des
erweiterten GauBverfahrens!

5. Der Rechenkiinstler (vgl. Aufgabe4) 1dBt sich zu dem ,Gemiitlichen Abend“ eines
Mathematiker-Kongresses einladen, er denkt sich einen schwierigen ,,Trick* aus und
hofft, dabei nicht durchschaut zu werden.

Von vier gedachten Zahlen sollen jeweils drei addiert und die vierte subtrahiert werden.
Ein Zuschauer ruft ihm die vier Ergebnisse 2, 4, 8 und 10 zu. Ermittle die vier gedach-
ten Zahlen!

6. Sorten Im Maschinenbau werden Fe-
) Legierung I|Legierung II | Legierung III dern und Membranen oft aus
Anteile i
Kupferlegierungen  hergestellt,
Kupfer 80 % 95 80 %, die 90 % Kupfer, 5 % Zink und
Zink 20% 0% 10% 5 % Zinn enthalten.
Zinn 0% 5% 109

Kupferhiitten bieten drei Legierungen mit anderen Zusammensetzungen an (vergleiche
Tabelle). Untersuche, ob sich die gewiinschte Legierung aus den drei angebotenen zu-
sammenschmelzen 148t !

— Fleisch, Nudeln und Gemiise enthalten

el Fleisch | Nudeln | Gemiise wichtige Nahrungsbestandteile wie Eiweil3

(E), Fett (F) und Kohlehydrate (C) in be-

E 10g 10g 40g stimmten Anteilen (vgl. Tabelle). Die Anga-

F 40g Og 10g ben dort beziehen sich auf je 100 g Fleisch
C 30g 708 30g oder Nudeln oder Gemiise.

a) Fiir Katastrophenfille m6chte man eine Nahrung herstellen, die 140 g EiweiB (E),
100 g Fett (F) und 400 g Kohlehydrate (C) enthélt. Untersuche, ob und mit welchen
Anteilen an Fleisch, Nudeln und Gemiise das moglich ist! Welches Gesamtgewicht hitte
eine solche Portion?

b) Fiir eine bestimmte Didt soll aus Fleisch und Gemiise eine Mabhlzeit hergestellt
werden, die 150g EiweiB (E) und 100g Fett (F) enthilt. Ermittle, wie Fleisch und
Gemiise an dieser Mabhlzeit beteiligt sind und welchen Anteil an Kohlehydraten (C) sie
hat!
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§ 7 Lineare Gleichungssysteme (ll)

. Nicht eindeutig I6sbare Gleichungssysteme

1. Schon in der 8. Klasse haben wir lineare Gleichungssysteme kennengelernt, die nicht
eindeutig 10sbar sind.

2x—4y= 6

Beispiele: 1) { 346 9
i Ui —3x+6y=—

Wir wenden auf die erweiterte Matrix B dieses Gleichungssystems das GauBverfahren an:

( 2-4‘6) l-3 (2 ~4’6>|:2 (1 —2’3)

B= - — 5

-3 619/ 4.2 0 010 0 010

Es entsteht also eine Zeile, die an allen Stellen mit der Zahl O besetzt ist. Dieser Zeile
entspricht die Gleichung

0-x+0-y=0.

Da diese Gleichung allgemeingiiltig ist, hat sie keinen EinfluB auf die Losungsmenge. Diese
wird allein durch die Gleichung bestimmt, die zur ersten Zeile gehort:

x—2y=3;

dies ist die Gleichung einer Geraden in der x-y-Ebene.

Der Grund fiir dieses Ergebnis ist leicht zu finden: die beiden Gleichungen des gegebenen
Systems stellen dieselbe Gerade dar; dies kénnen wir durch Umformung auf die Normalform
leicht nachweisen:

3
Ix—dy=6 = Ay=Jx—6 = y=—-v und
2 2
x 3 .
—3x+6y=9 = 6y=3x-9 <« y:i—i (Bild 7.1).

Das Gleichungssystem ist also erfiillbar, LY
aber nicht eindeutig 16sbar. Die Werte einer
Variablen konnen frei gewdhlt werden;

dann liegt der Wert der anderen Variablen 1 /
fest; z.B. erhdlt man fiir x=3 den Wert + : t 4 | 3
y=0, fir x=5 den Wert y=1, usw. Man
kann die Losungsmenge folgendermalen 17

S /“ Bild 7.1
ChIelben 1
L {(X i Y) X 2) 3}

Stelle die betreffende Gerade auch durch eine Parametergleichung dar (Aufgabe 1)!
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2x—4y=
2) x—4y= 6
—3x+6y=12

Wir wenden auf die erweiterte Matrix B wiederum das GauBverfahren an:

( 2 —4 6) -3 (2 —4 6)

B= — ;

-3 6|12/ |-2 0 0|42

Die der zweiten Zeile entsprechende Gleichung 0-x+0-y=42 ist unerfiillbar; mithin ist auch
das ganze Gleichungssystem unerfiillbar.

Auch in diesem Fall kann man das Ergebnis leicht geometrisch interpretieren. Wir formen
die Gleichungen in die Normalform um:

3
2x—4y= 6 < 4y=2x— 6 < y=§—§ und

—3x46y=12 < 6y=3x+12 < y=%+2 (Bild 7.2).
Da beide Geraden die Steigung 1, aber un- Ly
terschiedliche Abschnitte mit der y-Achse 5T
haben, handelt es sich um zwei verschiede- 4
ne zueinander parallele Geraden. Da diese 34
Geraden keinen Schnittpunkt haben, ist das
Gleichungssystem unerfiillbar. /
2. Wir betrachten nun Gleichungssysteme, Y P — / i
die aus zwei linearen Gleichungen mit drei B el el ./3 % 9 8 X
Variablen, also aus zwei Ebenengleichungen
bestehen. / Bild 7.2

2x— y+3z=-2

Beispicle: 1) {_4x+2y—6z= 4

Wir wenden auf die zugehorige Matrix B wiederum das GauBverfahren an:
(2—1 3 —2) -2 (2—13 —2)
B= - !
-4 2 -6 4/ -1 0O 0 0| O
Das Ergebnis der Umformung zeigt, da sich die zweite Gleichung aus der ersten durch
Multiplikation mit dem Faktor —2 ergibt. Die beiden Gleichungen sind also dquivalent; sie
stellen dieselbe Ebene dar.

Die Werte von zwei Variablen, z.B. von x und y, konnen frei gewéhlt werden; dann ist der
Wert der dritten Variablen z festgelegt; z.B. gehort zu x=y=1 der Wert z= —1.

) 2x— y+3z=-2
—4x+4+2y—6z= 5

Wir wenden auf die zugehorige Matrix B das GauBverfahren an:
B:( 2 -1 3 —2) -2_} (2 -1 3 —2>.
— 5 1

4 2 —6 -1 0 0O
Die zweite Zeile zeigt, daB das Gleichungssystem unerfiillbar ist. Die beiden Gleichungen
stellen zueinander parallele Ebenen dar.
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x—3y+ z= 4 1 -3 1 4\ |-2 1 -3 1 4
; S IR R I
—2x+4y—3z=-9 -2 4 =-3|-9/ |1 0 -2 -1| -1
Die beiden Gleichungen stellen zwei nicht parallele Ebenen dar. Die Schnittgerade der
beiden Ebenen konnen wir in Parameterform darstellen. Setzen wir z.B. y=t, so ergibt sich

aus der zweiten Zeile der letzten Matrix —2t—z=—1 <« z=1-2t
und damit aus der ersten Gleichung

x—3t+(1-2t)=4 <« x=3+5t.

3 5
Durch Zusammenfassung der drei Gleichungen erhilt man: X= (O) +t ( 1).
1 =2

Bemerkung: Man kann die Losungsmenge ausfiihrlich auch in der Form
L={x|ylz) | x=3+5t Ay=t Az=1-2t A teR}
oder in der Kurzform L={(3+5t|t|1—2t)|teIR} schreiben.

3. Wir betrachten nun Gleichungssysteme, die aus drei Gleichungen mit drei Variablen, also
aus drei Ebenengleichungen bestehen.

X—2y— Z=—2
Beispiele: 1) {—3x+6y+3z= 6
2x—4y—2z=—4

Wir wenden wiederum das GauBverfahren auf die erweiterte Matrix B an:

t =3 -2 1-3 -2 J1 =2 —1]-2
B=(-3 6 3| 6|1 s{0o o of ol
—4 <1 0 0 0] 0

2 -4 =2
Das Ergebnis zeigt, daB3 die zweite und die dritte Gleichung Vielfache der ersten Gleichung
sind, daB die drei Gleichungen also dieselbe Ebene darstellen. Auch hier konnen die Werte
von zwei Variablen frei gewdhlt werden; dann liegt der Wert fiir die dritte Variable fest.
Setzt man z.B. x=r und y=s, dann ergibt sich z=2+x—-2y=2+4r—2s.
Die Losungsmenge ist also darstellbar in der Form

L={x|y|z) | x=r A y=s A z=2+1—28 A T,S€R},
in der Kurzform L={(r|s|24+r—2s)|r,seR} 0 1 0
oder durch die Parametergleichung fiir die Ebene: X=|{ 0 |+r[ 0 |+s 1 ]
2 1 -2
x+ y+z= 0

2) 2y+z= 1
3x— y+z=-2

Wir formen die zugehorige Matrix B um:

i 1 17 © -(=3) 1 1 1
B={0 2 1] 1 l -0 2 1
3 =1 1]|=2 -1 0 —4 -2

0 111
1 210 2 1
—2 -1 0 0 0

0
1.
0
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Das Ergebnis zeigt, daB das Gleichungssystem erfiillbar, aber nicht eindeutig 16sbar ist; denn
die zur dritten Zeile gehorende Gleichung 0-x+0-y+0-z=0 ist allgemeingiiltig.

Man kann in diesem Fall eine Variable durch einen Parameter erfassen. Setzt man z.B. y=t,
so ergibt sich aus der zweiten Zeile: 2t+z=1 = z=1-2t

und damit aus der ersten Zeile: x+t+(1 —2t)=0 = x= —1+t.

Die Losungsmenge ist also darstellbar in der Form

L={(xlylz) | x=—14+t Ay=t Az=1-2t A teR},
in der Kurzform L={(—1+t|t|]l—2t)[teR} oder durch die Parametergleichung:

-(i()

Die drei Ebenen, die zu den Gleichungen des
gegebenen Systems gehoren, schneiden sich
in der durch diese Gleichung dargestellten
Geraden (Bild 7.3). Bestitige, daB die Ge-
rade in allen drei Ebenen liegt (Aufgabe 6)!
x+ y— z=4
3) 4x—2y—22z=3
—5x+4y+2z=0
Die Umformung der erweiterten Matrix B liefert:

1 1 -1 |4 l-(—4) 5 Ji 1=
B=| 4 -2 -2 (3] {1 = |0 —6
0 1 \0 9 —3

-5 4 2

Die letzte Zeile zeigt, daB das Gleichungs-
system unerfiillbar ist. Wie dieser Fall geo-
metrisch zu deuten ist, konnen wir hier nur
mitteilen: je zwei der drei Ebenen — also
(e11€,), (e1]€3) und (e,]e;) — schneiden sich
in je einer Geraden. Diese drei Geraden
sind zueinander parallel, aber nicht iden-
tisch (Bild 7.4).

Bestitige dies dadurch, daB du die Parame-
tergleichung fiir die drei Schnittgeraden er-
mittelst (Aufgabe 7)!

Bild 7.3

4
—13|.
1

4 I 1 =1
=13 l-3—> 0 -6 2
20/ 4.2 0 0 O

Bild 7.4

Ubungen und Aufgaben

1. Die Losungsmenge des Beispiels 1) von Seite 110 ist L={(x|y) | x—2y=3}. Stelle die
betreffende Gerade auch durch eine Parametergleichung dar!

2. Behandle die folgenden linearen Gleichungssysteme nach ‘dem erweiterten GauBverfahren
und deute die Ergebnisse geometrisch!
a) x—3y=4 b) {—3x+4y= 4 ¢) [ x—2y=3— x+ vy
{—2x+6y=2 {1,5x—2y=—2 {2x+3y=4+3x+1,5y
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3. Untersuche, ob die folgenden linearen Gleichungssysteme erfiillbar sind und bestimme die
Losungsmengen! Deute die Ergebnisse geometrisch!

a) {—3x+4y=-10 b) (x—y=4 c) {2(x—y)—3 =4y+5
{ 4x—3y= 11 {x+y=6 2x+2y+4)=5(x—y)—4

d) x+2y=3 e) 05x— y=3 f) Sx+y =2(1+x-y)
{—2x—4y=6 {—1,5x+5y=7 {—3(2x+y)=3y——4

g) { x—y+z=1 h) | 2x+ y+z=2 i) (3x—y)+z=2(z—-y-1)
2x+y—z=2 {—x+3y—z=3 {4(y—x)+z=2(x+y+3)—z

4. Zeichne die Geraden g,, g, und g;! Untersuche an Hand der Zeichnung, ob das zugehd-
rige Gleichungssystem erfiillbar ist oder nicht! Ermittle die Losungsmenge !
a) g, x—3y= 4, g,; 2x+ y= 1, g5 4x—5y= 9
b) g,: 3x+2y=—-1, g, 4x+ y=-2, g3 6x+4y= 3
c) g: x—2y= 3, g,; —2x+4y=-6, g;: —x+2y=-3

5. Untersuche, ob die folgenden Gleichungssysteme losbar sind oder nicht! Ermittle die
Losungsmengen und deute sie geometrisch!

a)( x— y+ z= 6 b)| 3x— y+z= 1 ¢) (2x+3y—4z=— 2
2x+4y— z=-3 —2x+4y—z=-2 —x+4y+ z=-10
—x—-2y+3z= 9 x+3y =-1 x+ y+5z= 0

d)( x— y+2z=9 e)[ 2x— y+05z= 1 N —=x+ y— z=-4
—x4+2y— z=6 —3x+1,5y-0,75z=—-15 3x+ y+2z= 3

y+ z=4 —8x+ 4y— 2z=-4 —4x—4y+2z= 6

6. Bestitige beim Beispiel 2) von Seite 112, daB die Losungsgerade in jeder der drei Ebenen
liegt, die durch die Gleichungen des Systems dargestellt werden!

7. Bestidtige, daB die drei Schnittgeraden von je zwei Ebenen zu den Gleichungen von
Beispiel 3 (Seite 113) alle zueinander parallel sind !

. Klassifikation von linearen Gleichungssystemen

1. Wie bei den behandelten Beispielen kann man grundsitzlich in jedem Fall vorgehen. Wir
wollen im folgenden erldutern, welche Fille dabei auftreten konnen.

Ziel der beim GauBverfahren durchzufithrenden Umformungen ist es, die erweiterte Matrix B
des Gleichungssystems auf ,,Dreiecksform® zu bringen. Dabei benutzen wir bei jedem Schritt
jeweils den in der sogenannten ,Hauptdiagonalen“ stehenden Koeffizienten c;;, um alle
darunter stehenden Zahlen zu 0 zu machen. Dies ist aber nur moglich, wenn fiir die
betreffende Zahl gilt: c;;+0 (fiir i=1,2,...,k; k<n und k<m). Solange in der betreffenden
Zeile oder darunter iiberhaupt noch von O verschiedene Zahlen vorkommen, kann man —
falls erforderlich — durch Vertauschen der Zeilen (also der Gleichungen) bzw. durch Vertau-

schen der Spalten (also der Variablen) stets erreichen, da3 diese Bedingung erfiillt ist.
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Beispiele :
1 -2 3] 1 f(-2) -3 1 -2 3|1 1 -2 3|1
1) 2 -4 —1|-2]4-1 -0 0—7—4:)—+0—572
-3 1 -2]-1 -1 0 -5 7| 2 0 0 —-7|-4

Bei diesem Beispiel fithrt also ein Vertauschen der Zeilen dazu, daB c,, 40 ist.

i =8 2]=18 |8 (=B {1 -8 &1
2) (—2 6 —3 1) l1l a<0 0 1 —1>
1

3 -9 4]|-2 -1 0 0 -2
A
An dieser Stelle gilt c¢,,=0. Da auch kein weiter unten stehender Koeffizient der zweiten
Spalte von 0 verschieden ist, bringt hier nur eine Vertauschung der zweiten und der dritten
Spalte an die Stelle von c,, eine von 0 verschiedene Zahl:

I 2 =31
0 1 0}-1
0-2 0] 1

Diese Vertauschung bedeutet fiir das Gleichungssystem eine Vertauschung der Variablen y
und z, die am Ende der Rechnung wieder riickgingig gemacht werden kann. Zur Bestim-
mung der Losungsmenge ist diese Vertauschung nicht unbedingt erforderlich. Es soll nur
verdeutlicht werden, daBl man stets erreichen kann, daB c,;+0 ist, solange ab der i-ten Zeile
noch von 0 verschiedene Zahlen in der Matrix vorkommen.

2. Im Endergebnis konnen — wie die Beispiele zeigen — verschiedene Fille auftreten.

1. Fall: Das Gleichungssystem ist eindeutig l0sbar.

2. Fall: Das Gleichungssystem ist erfiillbar, aber nicht eindeutig 16sbar.

3. Fall: Das Gleichungssystem ist unerfiillbar.

Wir wollen allgemein beschreiben, wie die umgeformte Matrix nach Durchfithrung des
Gaullverfahrens am Ende aussehen kann. Dabei ist teilweise danach zu unterscheiden, ob die

Zahl der Gleichungen (m) gleich, grofler oder kleiner ist als die Zahl der Variablen (n), ob
also m=n, m>n oder m<n ist.

Beachte aber, da die Unterscheidung nach diesem Gesichtspunkt nicht in allen drei Fillen
von Bedeutung ist! Im folgenden gilt fiir die Zahlen c;; stets ¢;;+0 (fir i=1,2,...,k mit
k <m und k <n). Die Sterne (*) stehen fiir beliebige Zahlen.

Zum 1. Fall:
a) Fiir m=n: b) Fiir m>n:
) Cyq * % ..ox %
iy * W pm S 0 cpy, * .o % | =
0 cpp * ... % | = 0 0 .
0 0 Cyp .. *|x = % fagom RS
oo T R 0 0 0 ..c.ld
d ] s
0 0 0 . cld, 00 0 ..0/0
0 0 0 0lo
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In diesem Fall ist das Gleichungssystem eindeutig losbar. Die zur n-ten Zeile der umgeform-
ten Matrix gehorende Gleichung lautet:

n

Con-X,=d,. Daraus ergibt sich: x,=

nn

Durch ,,Riickwirtseinsetzen® lassen sich die Werte aller Variablen eindeutig berechnen.

Dieser 1. Fall kann nicht auftreten, wenn m <n, die Anzahl der Gleichungen also geringer ist
als die Anzahl der Variablen. Es gibt dann ndmlich wegen m<n gar keine Zahl c_ . In
diesem Fall kann das Gleichungssystem nicht eindeutig losbar sein; denn dazu muBl die
Anzahl der Gleichungen (m) mindestens gleich der Anzahl der Variablen (n) sein. Es gilt also
der Satz:

S7.1  Enthilt ein lineares Gleichungssystem mehr Variable als Gleichungen, so kann es
nicht eindeutig losbar sein.

Beachte, daB ein solches Gleichungssystem sehr wohl unerfiillbar sein kann! Wenn es aber
erfiillbar ist, dann sind die Losungen nicht eindeutig bestimmt.

Zum 2. Fall:

Cyp % % .. % & L. o¥|x Sonderfall fiir m<n:
0 CZZ * £ I C * * ... k% ok .. k|k
0 0 c34 * ok * | % L4

; 0 Cpp * ook ok Lox|x
S S 1 I I |
0 4 T T N S
- 00 00 0 0 0 ...y * ... %|*
6 0 O 0 0 0 O In diesem Fall gilt k=m.

Im links behandelten allgemeinen Fall enthilt die umgeformte Matrix ab der (k + 1)-ten Zeile
nur noch vollstdndige Nullzeilen. Der rechts behandelte Sonderfall kann nur auftreten, wenn
m<n ist. Die letzte, also die m-te Zeile entspricht der k-ten Zeile; in diesem Sonderfall ist
also k=m.

In diesem 2. Fall ist das Gleichungssystem zwar erfiillbar, aber nicht eindeutig losbar. Mei-
stens konnen die Werte fiir die Variablen x,,, X, ,, ..., X, frei gewdhlt, also durch einen
Parameter erfaBt werden. Die Werte fiir die Variablen x,, x,, ..., X, sind dann wieder durch
»Rilckwirtseinsetzen™ zu berechnen.

Zu beachten ist allerdings, daB in Sonderféllen die Werte fiir einzelne Variable auch eindeu-
tig bestimmt sein konnen. Wir gehen auf dieses Problem in Beispiel 2) unten ein.

Zum 3. Fall:

Der letzte mogliche Fall ist dadurch gekennzeichnet, daB nach der Umformung der erweiter-
ten Matrix B eine Zeile der Form 000 ... 0| a mit a=0 auftritt

Die zugehorige Gleichung 0-x;+0-x,+...4+0-x,=a ist wegen a+0 unerfiillbar.

Dabher ist auch das Gleichungssystem in jedem solchen Fall unerfiillbar.




§7, II. Klassifikation von linearen Gleichungssystemen 117

6. Zur Erlduterung der vorstehenden Ausfithrungen behandeln wir noch einige Beispiele.

1) x—=2y+ z=-1 1 =2 1]=1 22 1-(=3) |-(—1)
—2x+ y+2z=-5| B -2 1 2(-5 Ll J
3x— y+2z= 3|’ 3 -1 21 3 -1
x—3y+8z=-9 1 -3 8|-9 -1
1 =2 1]-1 1 =2 1/|-1 1 =2 1] —1
N 0 -3 4|-7 N 0 -1 7/|-8 -(—=3) J-S_} 0 —1 7| -8 (=1
0 5 -1 6 ]j g -3 al|-7]l4d 0 0 —17] 17 [:(=17)
0 -1 7]|-8 0 5 -1 6 -1 0 0 34|-34 (=34
1 =2 1]—1 -1 1 =2 0 0
0 1 —-7| 8 -1 [ 0 1 0 1
“lo o 1|=t]]-1 T-7 (-0 "o 0 1]-1
0 0 -1 1 LI 0 0 0 0

Es liegt also der Fall 1b) vor. Das Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar. Man erhilt:
z= —1; y=1 und daraus x=2y=2. Das Losungstripel ist also (2|1| —1).

2) [ 2%+ X,+3x,—4x,= 3 2 1 3 -4 3 l-?, )
—3%,+2x,—4x,+6x,= 3y; B=[-3 2 -4 6| 3| |2
= (=1

4x, —3%x,+5x,—8x,=—5 4 -3 5 -8
3 21 3 —-4]3 21 3 -4]3
15 l-(—5)~+ 0 7 1 0 (15 -0 7 1 0]15
11/ 4-7 00 2 01]2/):2 001 0]1

2 1 3 —4
- (O 71 0
051 0

Es liegt der Fall 2) vor, und zwar der Sonderfall wegen k=m=3 und n=4. Das Gleichungs-
system ist erfiillbar, aber nicht eindeutig 16sbar.

Hinsichtlich der Darstellung der Losungsmenge mit Hilfe eines Parameters ist bei diesem
Beispiel aber Vorsicht geboten; denn durch die dritte Zeile der Endmatrix wird x5, durch die
zweite Zeile dann auch x, eindeutig festgelegt; es gilt

xz3=1 und 7x,+1=15 < 7x,=14 < x,=2.
Wir setzen x,=t und erhalten aus der ersten Zeile:

2%, +243-4t=3 <« 2x,;=-2+4+4t < x,=—1+2t.
Die Losungsmenge ist darstellbar in der Form

L={(x{1x,1%3]x) | x, = =1+2t A X, =2 A X, =1 A x,=t A teR}
oder in der Form

-1 2
2 0
0
1

|
It

1 +t
0
An diesem Beispiel wird deutlich, dal man bei nicht eindeutig 16sbaren Gleichungssystemen
(Fall 2) nicht immer die Werte jeder Variablen frei wihlen, also durch einen Parameter

erfassen kann, daB vielmehr einzelne Variable (nicht alle) auch eindeutig festgelegt sein
konnen.
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3) x—3y+2z—2w= 1 1 -3 2-2]|1 l-?; -(=3)
=3x4+2y— z+2w=—-3;; B=(-3 2 -1 2|-3]i-1
3x+5y—4z+2w= 5 3 5-4 2] 5 -1

1 -3 2 =21 1 ~3 2 =2
0 -7 5 -4]0 l.zﬁ 0 -7 5 —4
0 14 —-10 8{2/ L1 \o 00 o0

Es liegt der Fall 3) vor; das Gleichungssystem ist unerfiillbar.

1
0].
2

7. AbschlieBend behandeln wir noch das Gleichungssystem, welches sich im Zusammenhang
mit der Herstellung von Edelstahl (V2A) ergeben hat (S. 96).
1
18] |:2
8/ |:4

1 1 I 1 1
0,18) [-100 — (24 4 14 14
0,08/ |-100 4 12 0 16
1
5]
3
1 1 1 1|1 11 1 11 1 1|1
- (0 -1 3 1) l~(—5)—> (0 2 —1 3 1) (0 2 -1 3 1).
0 10 5 513/ -1 0 0 10 —10 |=2/ |:2 5 =5|-1
Es liegt also der Fall 2) vor. Bei diesem Beispiel konnen wir die Zahlen einer Variablen frei
wihlen. Wir setzen x,=t; dann ergibt sich:
a) 5x;—5t=—1 < Sx3=—145t & x3==0,2+t;
b) 2x,=x;—-3%x,4+1=-02+t—-3t+1=0,8-2t < x,=0,4—t;
€) X;=—X,—X3—X,+1=(—04+1)+02—-t—t+1 <« x,=08—t.

1 1 1 1
B=(024 0,04 0,14 0,14
0,04 0,12 O 0,16

11111l- 12 -(—1) 1 1 1 1
=12 2 7 7|9] =1 0 10 5 3:]
1 30 4]2 v 1 g 2 =] 1

N

Wir konnen die Losung folgendermaBen vektoriell schreiben:

Xy 0,8 —1
2| %) _ 0,4 & —I1
x| -02 1
X, 0 1
Zusitzlich ist bei diesem Problem noch die Bedingung x, >0 (fir k=1, 2, 3, 4) zu erfiillen.
1) x, >0 bedeutet: 0,8—t>0 = t<0,8. 2) x,>0 bedeutet: 04—-t>0 = t<04.
3) x>0 bedeutet: —0,2+t>0 = t>0,2. 4) x,>0 bedeutet: t>0.

Die starkste Einschrankung nach unten lautet nach Bedingung 3): 0,2 <t;

die stdrkste Einschrankung nach oben lautet nach Bedingung 2): t<04.

Es muB also zusitzlich gelten: 0,2<t<04.

Nirosta erhdlt man also z.B., wenn man folgende Anteile der vier Legierungen zusam-
menschmilzt:

0,8 —0,2 0,6 0,8—-0,3 0,5
o . 04-021) [02]. i o i 04-031) [01
1) fir t=02: x= —02+02 ] =\ o : 2) fiir t=0,3: X= —02+03 |~ { o1

0 +0,2 0,2 0 +0,3 0,3
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Ubungen und Aufgaben

1. Untersuche, ob die folgenden Gleichungssysteme erfiillbar sind oder nicht! Bestimme ggf.

eine Parameterdarstellung der Losungsmenge!

a) (x+ y+ z =3 b) (x+ y+ z = 3
y+ z+u=3 y+ z+u= 3
X— y— z4+u=0 X— y— z4+u= 0
Xx+2y+2z4+u=6 x—2y+2z4+u=-2
c) X+ y+ z+ u= 10 d) Xx— y+ z— u= 1
—x+2y = 3 2x+ y—2z+3u= 10
—2y+3z = 5 —x—2y+3z—4u=-9
3z—4u=-7 3x — z+2u= 11

. Untersuche die folgenden Gleichungssysteme auf Losbarkeit! Ermittle die Losungsmen-

gen und deute sie bei a), b) und e) geometrisch!

a) 6x—3y+2z=—-6 b) x+ y+2z= 5 c) X+ y— z— u=-1
—3x+9y+4z= 18 —3x—4y+ z=-1 x— y+ z+ u= 3
12y+8z= 24 2x— y— z= 0 —3x+3y—-3z—3u=-7
3x—6y+6z= 12 x—2y—3z= 2
d) X— y+ z—u=3 e) X— y+z= 4 f) (x+y=5
2x+ y— z+u=9 {2x+3y—z:—1 z—u=3
—x+3y—2z—u=0 y+z=4
g) x—2y—-3z+ u= 4 h) x—2y—-2z=2 i) [—2x— y+ z =—2
2x+ y— z+2u=-2 x+2y+ z=1 , 4x+2y—2z = 6
3x— y—4z+4+3u= 3 2x+3y+3z=4 Ty—5z+4w= 2
x+3y+ z=0

. Die Losungsmengen der folgenden Gleichungssysteme sind mit Hilfe von Parametern

darstellbar. Ermittle jeweils simtliche mogliche Darstellungen, bei denen eine oder zwei
Variable durch Parameter ersetzt werden !

a) x—2y+ z=1 b) (4(—x+2y—2)=5(x+y)+2z—-3
2x— y+ z=1 5(x—y+2z)=2—x—-3(y—-22)
3x—3y+2z=2 3x—y+2z)=1-2y+z

¢ [ x4+2y-3z= 1 d) [4x—y-2)=—-2(4+y+2)
i—zx— y+6z= 4 2x-y+1)=y-2
— x—5y43z=—7 3(—x+y+2)=22+y+2z)—x

. Der Zauberkiinstler (vergleiche Aufgabe 5, Seite 104) 148t sich von einem Zuschauer von

vier gedachten Zahlen die vier Summen von je drei dieser Zahlen zurufen: 7, 8, 10 und 11.
Er ,,rdt“ unverziiglich die gedachten Zahlen.

a) Ermittle die vier gedachten Zahlen des Zuschauers!

b) Untersuche, mit welchem ,,Rechentrick” der Zauberkiinstler gearbeitet haben konnte!
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5. Legierung Fiir Lager werden im Maschi-
) Leg. I | Leg Il | Leg III | Leg IV nenbau hidufig wegen der gu-

Autelle ten Gleiteigenschaften Kupfer-
Kupfer 80 % 72 70, 68 % gufBlegierungen aus 75 % Kup-
Blei 159 _ 309 _ fer, 159 Blei, 6 % Zinn und
Zinn 4% - - 32% 4% Zink verwandt. Untersu-
Zink 1% 287 - N che, ob man diese Legierung

aus vier anderen zusammen-

schmelzen konnte, deren Zusammensetzung in der nebenstehenden Tabelle angegeben ist!

6. Schrauben aus einer Kupfer-Zink-Bleilegierung enthalten 60 % Kupfer, 35 % Zink und

5 9% Blei.

a) Untersuche, ob diese Legierung aus den vier in der Tabelle angegebenen Legierungen
zusammengeschmolzen werden kann!
b) Untersuche, ob und unter welcher Bedingung (jeweils) beim Zusammenschmelzen auf
eine der vier in der Tabelle angebotenen Legierungen verzichtet werden kann!

Sorten
. Legierung I Legierung II Legierung III Legierung IV
Anteile
Kupfer 5% 60 % 65 % 50%
Zink 10 40 % 30 509
Blei 15% - 5% -
. Zur linearen Abhangigkeit von Vektoren
1. Das Problem, n Vektoren @, a,, ..., a, auf lineare Abhédngigkeit oder Unabhéngigkeit zu

untersuchen, fiihrt jeweils auf ein Gleichungssystem, bei dem die Absolutglieder samtlich den
Wert 0 haben:

-
c,8,+Cy8,+...+¢c,a,=0.

1 -3 2
Beispiel: @, =|2|; a,=(—-3|; a=( I
3 1 -3

Das Gleichungssystem lautet fiir diesen Fall:

¢y =3c,+2¢c,=0

2¢;—3c,+ c3=0

3cy+ ©;—3c¢3=0.
Schon in §6,1 (Seite 97) haben wir bemerkt, da man in solchen Féillen von einem
,,homogenen linearen Gleichungssystem* spricht.
Ein solches Gleichungssystem hat — wie man sofort erkennt — stets die triviale Losung
c,=c,=...=c,=0, kann also nicht unerfiillbar sein.
Die Frage ist also, ob die triviale Losung die einzige Losung des Systems ist oder ob es noch
andere Losungen gibt.
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2. Da die letzte Spalte der erweiterten Matrix B eines homogenen Gleichungssystems nur
mit der Zahl O besetzt ist, haben die Umformungen des GauBverfahrens auf diese Spalte
keinen EinfluB. Zur Vereinfachung untersuchen wir daher bei homogenen Gleichungssyste-
men nur die Koeffizientenmatrix A.

Beispiele :

1) Wir formen die Matrix A des obigen Beispiels um:

1 -3 2 l.(—z) (=3 (1 =3 2 1 -3 2 i —3 2
(2 -3 1) 1 J a<o 3 —3)|:3e<0 1 —1) I(—IO)—»(O 1 ~1).
31 -3 el 0 10 —9 0 10 —9/ {1 0 0 1

Es liegt Fall 1) vor; das Gleichungssystem ist eindeutig l19sbar, besitzt also nur die triviale
Lésung ¢, =c,=c,=0. Die drei Vektoren &,, a,, a, sind also linear unabhéngig.

-3 2
2) 2y= ;o a,=(-3];, a,= 1

1 —4
Wir formen die Matrix A des zugehdrigen homogenen Gleichungssystems um:
1 -3 2 l-(—2) -(—3) 1 -3 2 1 -3 2 1 =3 2
2 =3 141 -0 3 =3|]: 35[0 1 —1 l-(—l)—» 0 1 —1}.
3 1 -4 -1 0 10 —10/]:10 \0 1 —1/4-1 0 0 O

Es liegt Fall 2) vor; das Gleichungssystem besitzt auch nichttriviale Losungen. Wir setzen
z.B. c;=t; dann gilt:

W b

c,=cy=t und c¢;=3c,—2c;=3t—-2t=t.

Eine nichttriviale Losung ist also z.B. ¢, =c,=c,=1. Die Vektoren &,,3, und @, sind also
linear abhéngig.

1 2 -1

o -2 N -5 N 2

3) a,= 4 ;o d,= 9 ;o ay= 4
-1 -3 1

Wir formen die zugehdrige Matrix A um:

12 =1\ [-2 |-(=4) |-1 12 -1 12 -1
-2 -5 2 1.1 J 0 —1 0} -1 ][(=1 0 -1 0
4 9 —4 1 1o 1 o0 Ll l “ 1o 0o o0
—1 -3 1 1 0 -1 0 o 0 0 0

Es liegt Fall 2) vor. Dies bedeutet, daf die Vektoren &, &, und @, linear abhingig sind.

Bei der Bestimmung der Losungsmenge des Gleichungssystems miissen wir auch bei diesem
Beispiel vorsichtig sein; denn durch die zweite Zeile der letzten Matrix ist eindeutig festge-
legt:c,=0. Wir setzen ¢, =t; dann gilt auch ¢; = t. Man kann die drei Lésungen ¢, , ¢,, ¢, zu einem

€, 1
,Losungsvektor* zusammenfassen: c¢= <c2> =t-. (0)
Cy 1



122 §7, I11. Zur linearen Abhéngigkeit von Vektoren

Die Zahl 0 an der zweiten Stelle des Losungsvektors C zeigt, daB der Vektor @, keinen
Beitrag zu einer mdglichen Linearkombination des Nullvektors durch die drei Vektoren a,,
4, und @, leistet. Dies bedeutet, daB bei diesem Beispiel nicht etwa jeder der drei Vektoren
aus den beiden anderen erzeugt werden kann. Vielmehr ist der Vektor @, ein Vielfaches des
Vektors @, (und natiirlich auch umgekehrt), wihrend der Vektor @, von den beiden anderen
linear unabhingig ist.

Die Losungsmenge (bzw. der Losungsvektor) zeigt also nicht nur, daB zwischen den drei
Vektoren @,, &, und @, lineare Abhéngigkeit besteht; sie gibt vielmehr dariiber hinaus auch
AufschluB iiber die Art der Abhiéingigkeit zwischen diesen Vektoren.

3. In §4 haben wir geometrisch begriindet, dal drei ebene Vektoren und daB vier rdumliche
Vektoren stets voneinander linear abhédngig sind.
Allgemein gilt, daB n+1 Vektoren mit jeweils n Koordinaten stets linear abhédngig sind. Wir
konnen diesen Sachverhalt jetzt auch arithmetisch beweisen.
§72 n+1 Vektoren @,,3a,,...,4,,a,,, mit jeweils n Koordinaten sind stets linear
abhingig.

Beweis: Wir haben zu zeigen, daBl das homogene Gleichungssystem
.8, +C8,+ ... +C8,+Cpy 18y, =0 nicht nur die triviale Lésung hat.

Es handelt sich um ein System von n Gleichungen mit n+1 Variablen.

Dieses Gleichungssystem ist wegen n+1>n nach Satz S7.1 nicht eindeutig losbar. Die
triviale Losung ¢, =c,=...=c =c,, ;=0 kann also nicht die einzige Losung des Systems
sein. Daher hat das System auch nichttriviale Ldsungen; die Vektoren a,,@,, ..., a,,a,, ,

sind also auf jeden Fall linear abhédngig, g.e.d.

Ubungen und Aufgaben

3 1 —1
1. Bestitige, daB8 die Vektoren @, =| 2|, d,=( 2 | und @,={ —1 | linear abhingig sind
8 4 -3

a) mit Hilfe einer speziellen Losung des Gleichungssystems ¢, @, +¢,8,+c;8,=0;
b) durch Anwenden des GaufBverfahrens auf die zugehdrige Koeffizientenmatrix A !

2. Untersuche, ob die Vektoren linear abhingig oder linear unabhidngig sind! Ermittle die
Losungsmenge des zugehorigen Gleichungssystems!

1 -1 0
a) | -3, 2], |- b)
2 3 5

—_— 0 O =
|

&5 £ ik e

| |

—_— = O

I
(= e = ]
T N
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3. Bestdtige die Giiltigkeit von Satz S7.2 fiir die folgenden fiinf Vektoren!

1 0 =i, 0 0
0 2 2 —3 1
11"\ 0 =2 2 0
1 1 l —4 0

Wende das GauBverfahren auf die zugehdrige Matrix A an und ermittle auch eine
spezielle Losung des betreffenden Gleichungssystems!

4. Untersuche die folgenden Vektoren auf lineare Abhidngigkeit! Kann man eine Aussage
iber die Art der Abhdngigkeit der Vektoren machen? (Vergleiche Seite 122!)

A IS A A N ST E R

1 2 = 1 1 = 1 i 2 _:3‘
(2, ( 1], 1] e (2], [-1],| 1] O)f)4, .l "
) = 3 0 2 0 - B
3 2 2 3
1 —1 —1 —1 1 1 1 1
1 —1 1 1 | s} 1 -
g) il i]* | =1} TR 5 | i g 1"y =i
=1 1 1 | » 5 =
i ~32 3 —1 | 1 1 1 4
i 2 1 9 4 ) (o —1 8 0 1
1Py 2PV =ty o) YloJ ol G T 311
0 1 4 1 4 0 0 =3 1

V. Zur Lagebeziehung zwischen Geraden und Ebenen

1. Wir kommen nun zuriick auf die Untersuchung der Lagebeziehungen zwischen Geraden
und Ebenen, die wir in § 5, III unterbrochen hatten.
Zwei Geraden seien gegeben durch die Paremetergleichungen

»
g,: X=X,+ra und g,: X=X,+sb.

Wenn die beiden Vektoren @ und b nichtkollinear sind — was man meistens leicht erkennen
kann — sind die Geraden windschief oder sie schneiden sich. Um zu priifen, ob die Geraden
sich schneiden, untersuchen wir das Gleichungssystem

. 5 -
X, +ra=xX,+sb, also ra—sb=X,—X,.

Bemerkung: Wir schreiben die erweiterte Matrix B dieses Gleichungssystems kurz in der
Form:

B=@3; —b|%, X))
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Beispiele:

1 3 3 1
1) gl:iz( 2)+r<—1); gzzi:(—l>+s( 2)
—1 2 3 —2

3 1

Die beiden Richtungsvektoren (—1) und ( 2) sind nicht kollinear. Wir priifen also, ob
2 -2

die Geraden sich schneiden oder windschief sind. Es gilt:

)

Wir formen die Matrix B=(@; —b|X, —X,) des Gleichungssystems um:

3 =] 2 :] —=1 =2 |=3 l~3 -2 =1 =2
B=|—1 —=2([-3 - 3 -1 2 -1] - 0 -7
4 -1 0 =2

2 2| 4 2 2
1 2| 3 Tl 1 0|1
-10 1 1 l-l (=2)->(0 1]1
0 —1 -1 010

—1 0
Aus den beiden ersten Zeilen der Ergebnismatrix erhdlt man: r=1 A s=1.
Da die letzte Zeile nur mit der Zahl O besetzt ist, dndert sie an diesen Losungen nichts. Der
Schnittpunkt der beiden Geraden ist also gegeben durch den Ortsvektor

LY e D)
SR EH PRERY

1
Auch bei diesem Beispiel sind die beiden Richtungsvektoren | —1 | und ( 2| nicht
kollinear. Es gilt: 2 -1

(1)
(=7
12

==3
-7
—2

oo [t —1 =2[=3% [+3 |=2
—3:]a Q) lll

3 g 1) 3 ]

1 8] & [T 1 2] 3 1 51 3

| 97|18 j—>0 1 1 1.7_)01 1

03| =8 13-3 0 -7|-10/ {1 \o 0|-3

Aus der letzten Zeile ergibt sich, daBl das Gleichungssystem unerfiillbar ist; die beiden
Geraden g, und g, sind also windschief.
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2. Eine Ebene ¢ und eine Gerade g seien durch ihre Parametergleichungen gegeben:
¢ X=X,+ra+sb und g: X=X, +tC.

Fiir die Parameterwerte eines etwaigen Schnittpunkts muf} gelten:
Xo+1d+sb=%,+tC; also ra+sb—tg=%, —%,.

Wir haben also die Matrix B=(a; b; —¢|X, —X,) zu untersuchen.

Beispiele:
-3 1 0 2 1 5
1) e:Xo=( 1];8a8=|-2];b=|—-1]; g% =[-3]);S=|-1]. Esist X, —X,=( —4].
1 —1 2 2 3 1
Wir formen die Matrix B um:
5 l-2 -1 1 0 -11[5
4y 11t »|b-1 1|8
-1 0 2 —-416/ |:2

1 0 -1
BZ(VZ -1 1
1
5 1 0 —1
6) —»(0 -1 -1
9/ 1:3 0 0 -1

—1 2 =3
5 1 0 —1 5
6 1-1—> 0 -1 -1 6|.
3 -1 0 0 -3 3

1 0 -1
- (0 -1 -1
0 1 -2
Die Umformung ergibt, daB das Gleichungssystem eindeutig 1osbar ist. Dies bedeutet geo-
metrisch, da3 die Ebene und die Gerade sich in genau einem Punkt schneiden. Wir ermitteln
die Parameterwerte des Schnittpunktes. Nach der dritten Zeile in der letzten Matrix gilt:
t= —3. Durch Einsetzen in die Geradengleichung erhdlt man fiir den Ortsvektor des Schnitt
punktes S:

()

An der Ebenengleichung kann man eine Probe durchfithren. Dazu ermitteln wir die Werte
fiir die Parameter r und s. Aus der zweiten Zeile der letzten Matrix erhdlt man:
—s—t=6 < s=—6—t=—6+3=—3 und schlieBlich aus der ersten Zeile dieser Matrix:

r—t=5 < r=5+t=5-3=2. Wir setzen diese Zahlen in die Ebenengleichung ein:

-3 1 0 —-342-0 -1
Xy= 1142 -2]-3|—-1]= 1-4+43|= 0].
1 -1 2 1-2—-6 -7
2 1 -2 1 —1 -1
2) & §0= 1]: 3= -2]; _b'= 1 = )_{1: 2|; S=|—4]|. Bsist )?1 _’_{o: 1].
—3 1 2 -3 7 0

Wir formen wiederum die Matrix B um:
—1 1 =2 1]-1
—1 1-44 0 -3 6|—1}.
1 -3 0 0 0|-—1

1 =2 1]-1 l~2 (=1 1 =2 1

B=|-2 1 4] 1 -1 =10 -3 6
1 2-7]1 0 -1 0 4 -8

Aus der letzten Zeile ergibt sich, daB das Gleichungssystem unerfiillbar ist. Dies bedeutet,

daB die Gerade und die Ebene parallel zueinander sind.
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2 1 -3 1
3) & il=< 1); 5=(—2); :( 1); g: )_{O=< ); E=<—4).
—3 1 2 0 7

1
Gegeniiber dem vorigen Beispiel ist nur der Vektor X, gedndert. Es ist: X, —X,= ( 1).

Wir formen die Matrix B um:
1 1-2 -(—1) 1 -2 1 1
1 -1 -0 -3 6| 3 ‘:(—3)
-3 -1 0 4 —8|—4/|: 4

1 -2 1
B=|-2 1 4
1 1 -3 1 1
~1 l-(-n_» 0 1=2|=1}
=1} ded 0 0 0] 0

1 2 -7
1 -2 1
-0 1 =2
0 1 =2
Da die letzte Zeile nur mit der Zahl O besetzt ist, ist das Gleichungssystem erfiillbar, aber
nicht eindeutig 10sbar. Die Werte einer Variablen konnen frei gewihlt, also durch einen
Parameter erfalt werden. Die Losungsmenge stellt also eine Gerade dar. Dies bedeutet, dafl
die Gerade g in der Ebene ¢ liegt.

ol

3. Zwei Ebenen seien gegeben durch ihre Parametergleichungen:
gy X=X, +1&,+sb, und e,: X=x,+1t3,+vb,.

Die Koordinaten der Punkte einer etwaigen Schnittgeraden miissen der folgenden Gleichung
geniigen:

- - - -
X;+rd,+sb,=X,+tad,+vb,, also ra,+sb,—td,—vb,=X,—X,.
" s » =y T — = —
Wir haben also die Matrix B=(a,;b,; —a,; —b,|X, —X,) zu untersuchen.

Beispiele :

1 2 1 2 1 -1
) e X ={=-2]; 8, =[-1]; b=|-2}; e:%X,=( 1]; 8= 0); b= 1]
1 1 1 -3 -2 0
2 1 1
EsistX,—X,=| 1]|-|-2]= 3 :
-3 1
2 1-1 1 1 l 1 2 1 -1 1
B=|-1 -2 0 -1 3 -ZJ = |0 =3 =1 =1
—4 0-1-5 1
1
3
0

1 1 2 0
1 2 1 -1 1] 1
7] 1-(=1) > |0 1 1] =7).
20/ |:2 0 7 —2|-10

2 1 -1 1

- (O -3 -1 -1
0 0 14 —4

An der letzten Zeile erkennt man, daB das Gleichungssystem erfiillbar ist. Nach Satz S7.1

kann es aber nicht eindeutig 10sbar sein.

Aus der dritten Zeile der letzten Matrix ergibt sich fiir die Parameter t und v:

1
3) [t

Tt—2v=—10 < v=5+7t.
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Wir setzen dies in die Parametergleichung der Ebene ¢, ein:

2 1 -1 < -5 1-1 —H f3
X=| 1]+t{ O)+(+2( 1)= 1|+| 5|+t| 0+L]|=%X=[ 6 +51 7))
-3 -2 0 -3 0 —2+0 -3 —4
Dies ist die Gleichung einer Geraden, der Schnittgeraden der beiden Ebenen in Parameter-

form.

Bemerkung: Man kann den Nenner 2 beim Parameter t auch weglassen, weil mit @ stets
auch 24 ein Richtungsvektor der Geraden ist. Wir kénnen also auch schreiben:

AERY

Uberlege, wie man eine Gleichung fiir die Schnittgerade aus der Gleichung fiir die Ebene €,
gewinnen kann (Aufgabe 8)!

' ~1 1 2 3 3 1
2) e %, =| 2|; a,= o); b,=|-1]; e:X,=(-1]; ad,=|-1]; b,=[-1
2 -2 3 -2 1 5

3 -1 4
Es ist: X, —X, = ( —1) —( 2) = —3). Wir formen wiederum die Matrix B um:
4
=3 |.
-17

- g Y —d
1 2-8 1] 4% [«2 JI 2 -8 <i[ & i 23 =1

0 -1 1 1[-3 [0 =1 1 I|=3 lﬁ-e 0 -1 1 1
-2 3 -1 -5|-4/ 11 \o 7-7-7] 4/L1 \o 0 0 0

An der letzten Zeile erkennt man, daB3 das Gleichungssystem unerfiillbar ist. Dies bedeutet
daB die beiden Ebenen zueinander parallel, aber nicht identisch sind.

g)

3) Andern wir im letzten Beispiel nur X, ab in

=5 —BY, J—i% fea
X,=| 4], soergibtsich: X,—X;=| 4|—| 2|=| 2]
—4 e 2/ \-6

Wir formen wiederum die Matrix B um:

1 2 -3 -1]-4 -2 1 2 -3 -1] -4 1 2 -3 —-1|—-4
0-1 1 1| 2 -0 -1 1 1 2 l-7 -10 -1 1 1 2]
—6 -1 0o 7 -7-7|-14 -1 0 0 0 0] O

-2 3 -1 -5
Man erkennt, daB das Gleichungssystem erfiillbar, aber natiirlich nicht eindeutig 16sbar ist.
Da die zweite Zeile noch drei von O verschiedenen Zahlen enthilt, konnen die Werte von
zwei Variablen frei gewdhlt, also durch einen Parameter erfaBt werden. Die Losungsmenge
stellt also eine Ebene dar. Dies bedeutet, daf3 die beiden Ebenen ¢, und ¢, identisch sind.
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Ubungen und Aufgaben

1. Bestitige, daB von den folgenden drei Geraden g,, g, und g, jeweils zwei zueinander

parallel und zwei windschief sind und daB zwei sich schneiden! Ermittle ggf. den Schnitt-
kt!

punkt!
1 0 0 -1 4 1

a) g, i=(1)+r< 1), g5 I=(2)+s( 2), g5 3Z=( 1)+t(—2)
4 4 1 =i - 4
4 1 1 2 3 —

b) g;: iz(Z)-}—r( ), gs" ?z( 3)+s(1>, Tyt i’:<3)+t< O)
2 1 -1 0 1 —1

2. Ermittle die gegenseitige Lage der Geraden g, und g,!

—1 1 1
a) glz)_(:( 2)+r( 0) b) glz?z(—l)Jrr
-3 —1 2

=
gy X=

0 3 1 —1
3. Lassen sich fiir die Geraden g, zu i’z( a)+r(b> und g, zu ?:(1>+s( 2) Werte

-1 1 2 (o
fiir die Variablen a, b und ¢ so bestimmen, daf3

a) g, parallel g, ist, b) g, windschief zu g, ist, ¢) beide sich schneiden?

4. Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden und der Ebene! Ermittle ggf. das Schnitt-
gebilde!
5 1 =1 -1
2)+t 4); ¢) i':( 4)+t(—5);
3 1 0 2
-1 -2 2 3
+s( 3) ?:(—1)+r<—1)+s(4>
- 2 3 1
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I Xk
A ) B

5. Untersuche, ob die durch die beiden Punkte P(6]|0]2) und Q(12]0|6) bestimmte Gerade
die Flache des Dreiecks trifft, das durch die drei Eckpunkte A(8|4|12), B(6|4]|10) und
C(6]8/20) bestimmt ist!

6. a) Ermittle die Schnittgerade der beiden Ebenen ¢, und ¢, !

flef]

b) Bestitige, daB die Ebenen ¢, und ¢, parallel sind! Priife, ob sie identisch sind!
-3 2 ) —4 S 1
er X=| 3|+r|0|+s| 1), epxX=| 2|+t 1|+v| 1
4 1 -2 7 -1 -3
7. Untersuche die gegenseitige Lage der beiden Ebenen! Ermittle ggf. das Schnittgebilde!

N R E

SERE G N
SRR ST MY
APE
TRk R I M

-2 -2 6
X={ 2|+t| 1|+v| -1
0 —8 2
8. Ermittle bei Beispiel 1) von Seite 127 die Gleichung der Schnittgeraden aus der Gleichung
fiir die Ebene ¢, !
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§ 8 Das Skalarprodukt von Vektoren

I Die geometrische Definition des Skalarproduktes

1. Fiir Vektoren haben wir bisher zwei Verkniipfungen definiert:

1) die Vektoraddition; dabei wird jedem Paar von Vektoren ein Vektor zugeord-
net; die Verkniipfung ist also von der Form VxV -V,

2) die S-Multiplikation; dabei wird jedem Paar, das aus einer Zahl und einem
Vektor besteht, ein Vektor zugeordnet; die Verkniipfung ist also von der Form
RxV->V.

Nun gibt es aber viele geometrische Fragestellungen, z.B. Abstandsaufgaben und Aufgaben
zu WinkelgréBen, die wir mit den uns bisher zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht (oder
nur mit verhdltnismidBig groBem Rechenaufwand) angehen konnen. Aus diesen Griinden
wollen wir eine neue Verkniipfung ndmlich eine ,,Multiplikation® von Vektoren einfiihren,
mit deren Hilfe v.a. Lingen und WinkelgroBen erfalt werden konnen.

2. Zur Definition einer Multiplikation von Vektoren gibt es grundsdtzlich zwei einfache
Moglichkeiten:

1) das Ergebnis kann eine Zahl sein; dann ist die Verkniipfung von der Form VxV—IR;

2) das Ergebnis kann ein Vektor sein; dann ist die Verkniipfung von der Form VxV—V,

Mit der zweiten Moglichkeit werden wir uns in §10 befassen. In diesem Paragraphen
beschiftigen wir uns mit der ersten Moglichkeit. Da sich als Ergebnis eine Zahl, also ein
Skalar ergeben soll, nennt man dieses Produkt ,,Skalarprodukt von Vektoren*. Wir bezeich-
nen dieses Produkt mit

,,E-B“, gelesen ,,Vektor a mal Vektor b*.!)

3. Zur Motivation der Definition des Ska-
larproduktes von Vektoren greifen wir auf
den physikalischen Begriff der ,,Arbeit” zu-
rick. Bewegt sich ein Korper unter dem
EinfluB einer konstanten Kraft F in Rich-
tung der Kraft um ein Wegstiick §, so sagt
man, daB die Kraft am Korper eine ,,Ar-
beit” verrichtet. Als MaB fiir diese Arbeit
definiert man in diesem einfachsten Fall das
Produkt

o}

[SF=3m

W =|E|[3]. Bild 8.1

') Es sind auch die Sprechweisen ,,Vektor a in Vektor b“ und ,,Vektor a Punkt Vektor b* gebriuchlich.
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Beispiel: Ein Korper von 5kg Masse wird um 3 m senkrecht nach oben gehoben (Bild 8.1,

S. 130). Wie groB3 ist die dabei zu verrichtende physikalische Arbeit, die sogenannte Hubar-
beit?

Losung: Beim Heben eines Korpers ist eine Kraft F aufzubringen, die dem Gewicht des
Korpers (also der von der Erde auf den Korper ausgeilibten Gravitationskraft) das Gleichge-
wicht halt.

Fiir das Gewicht eines Korpers der Masse m gilt:

|E,|=mg.
: m
Dabei bezeichnet g die sogenannte ,,Erdbeschleunigung®: g=9,81 e

Somit gilt fiir die aufzubringende Hubarbeit bei unserem Beispiel:

kg -m?
ec?

W=|E|[§|=5kg-9,81 — -3 m=147 ~147 Nm.
= SeC

4. In vielen Fillen stimmen aber Kraft- und Wegrichtung nicht miteinander iiberein.

Beispiele:
1) Ein Kind zieht mit Hilfe einer Kordel einen Schlitten (Bild 8.2).

2) Ein Traktor zieht schrig an einem Waggon, der auf einem Gleis parallel zur Strale 1duft
(Bild 8.3).

3) Ein Boot wird vom Land aus durch eine Schleuse gezogen (Bild 8.4).

Bild 8.2 Bild 8.3 Bild 8.4

In solchen Fillen wirkt sich fiir die Bewegung nur der Anteil der Kraft F aus, der in der
Wegrichtung, also in Richtung von § liegt; wir bezeichnen diesen Anteil mit 1—:; (Bild 8.5).
SchlieBen F und § einen Winkel der Grofe o
ein, so gilt in diesem Falle fiir die Arbeit,
die die Kraft F lings des Weges § verrichtet,
wegen |E|=|ﬁ| cosa:

W =|E| [§|=|F| [§] cos .

Dieses Produkt |F|[§]coso definiert man
als das Skalarprodukt von F und §; man
schreibt:

F-$=|F| [S] cosa. Bild 8.5
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5. Wir iibertragen das Produkt, das sich fiir den Fall der physikalischen Arbeit ergeben hat,
auf beliebige Vektoren @ und b und definieren:

D8.1 Unter dem ,,Skalarprodukt zweier Vektoren a und b versteht man das Produkt
a-b=[a] |b] cosa.

Dabei bezeichnet a die Grofie des (nicht iiberstumpfen) Winkels, den zwei an einem
Punkt angetragene Reprisentanten von 2 und b einschliefien.

Beachte:
1) Fiir =0 v b=0 gilt |[2]=0 v [b|=0, also &-b=0;

=y -,

2) fiir Winkel mit 0<o<90° gilt cosa>0, also a-b>0 (fiir a, 1—3'4:0);
3) fiir Winkel mit 90° <o <180° gilt cosa <0, also 7-b<0 (fiir @, 34:’6).
Wir betrachten im folgenden die Sonderfille fiir «=0°, «=180° und a=90°.

6. Fiir o=0° gilt wegen cos0°=1: @-b=|a| |b|-1=]3||b|.

2 4
Beispiel: a=| 1], B:( 2|.  Esgilt b=23%, also a=0°.
—4 B
Es ist [@]=)/4+1+16=1/21 und |b|=1/16+4+64=1/84=27/21.

Also gilt: @-b=)/21-2-}/21=2.21=42.

. .o T
Insbesondere gilt fiir b=3a: @.d=|a||2|=|a|> und wegen |a|*=a,*+a,>+a,>:

d-a=a,’+a,’+a,”

1
Beispiel: 2= (—3); B 3=124(—302+42=1+9+16=26.
4

Fiir die Ldnge eines Vektors @ gilt demnach:

[d|l=y/3-ad=1a,> +a,> +a,>

Daraus ergibt sich ferner, daB fiir jeden Vektor a0 gilt: - &> 0.

7. Fiir o=180° gilt wegen cos 180°= —1: &-b=|a| |b|(— )= —|3| |b].

3 —6

Beispiel : 5’:(—1) und b= 2|.Es gilt b= —23, also a=180°.

2 -l

Aus [3]=1/9+1+4=1/14 und |b|=1/36 +4+16=1/56=21/14 ergibt sich:
@-b=—114-2)/14= —2.14= —28,

Wir fassen die Ergebnisse von 6. und 7. zusammen im Satz

S8.1 1) Fiir zwei kollineare Vektoren 3 und b gilt:
a) a-b=|3||b|, falls 311b und b) a-b=—|3| b, falls 31|b ist.
2) Fiir jeden Vektor & gilt: @ - a=|a|, also |d|=71/3 - a.
3) Ferner gilt: 30 = 3-3> 0.
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Bemerkung: Statt ,a-2“ schreibt man gelegentlich auch ,a%“. Dann gilt: a?=|a|%. Wir

werden von dieser Schreibweise vor allem in § 12 Gebrauch machen.

8. Fiir «=90° gilt wegen cos 90°=0:
@-b=|a] [b| cos 90°=|z] [b| - 0=0.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren, deren Vertreter aufeinander senkrecht stehen, hat also
den Wert 0.

Wir sagen der Einfachheit halber, daBl auch die Vektoren selbst senkrecht, orthogonal
zueinander sind.

Die Beziehung @-b=0 ist fiir die Orthogonalitdt von Vektoren @, b+0 sogar kennzeichnend.
Denn aus é’-g=|§[ |E'| cos =0 folgt, wenn |a|+0 und IBI#O ist: cosa=0; und das bedeutet,
da fiir o nur nicht tiberstumpfe Winkel zugelassen sind: «=90°, g.e.d.

Es gilt also der Satz

S8.2  Zwei Vektoren 3, B:l:ﬁ sind zueinander orthogonal genau dann, wenn 2 - b=0ist

—

Beachte: Das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b kann also auch dann den Wert 0
haben, wenn beide Vektoren @ und b vom Nullvektor verschieden sind. Eine vergleichbare
Eigenschaft gibt es fiir Zahlen nicht; denn fiir beliebige reelle Zahlen a und b gilt:

a-b=0 <« a=0v b=0.

Dagegen gilt fiir Vektoren der Satz

=0 < a=0vb=0vILlb.

=l

S83 a-

Der Beweis soll in Aufgabe 8a gefiihrt werden.

9. Aus den betrachteten Sonderfillen kollinearer Vektoren konnen wir eine allgemeine
geometrische Deutung des Skalarproduktes herleiten.

1) SchlieBen die beiden Vektoren einen spitzen Winkel ein (0 <o <90°), so ist \Bl -cosa die
Linge der Projektion des Vektors b in die Richtung von @ (Bild 8.6).

2) SchlieBen die beiden Vektoren einen stumpfen Winkel ein (90° <o <180°), so wird die
Linge dieser Projektion wegen cos <0 erfaBBt durch |b||cos ] (Bild 8.7).

&
o}

[B]-cosa a [Bf-|cosal Fy ba ba 3

Bild 8.6 Bild 8.7 Bild 8.8 Bild 8.9

o}
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3) Auch der Sonderfall des rechten Winkels (¢ =90° und cos o =0) wird von Igl |cos af richtig
erfaBt, weil die Projektion dann auf einen Punkt zusammenschrumpft. Unabhingig von der
GroBe des Winkels zwischen zwei Vektoren @ und b definieren wir allgemein den Begriff des
,, Projektionsvektors B;“:

D82 Unter dem ,,Projektionsvektor E;“ verstehen wir den Vektor, dessen Vertreter man
durch senkrechte Projektion eines Vertreters von b in die Richtung eines Vertreters
von a erhilt.

Wir haben dabei drei Fille zu unterscheiden:

1) Gilt 0<0<90°, so ist _b'aTTEf (Bild 8.8);

2) Gilt 90° <o <180°, so ist gaTlX (Bild 8.9).

3) Gilt «=90°, so ist b, =0.
Wir konnen das Skalarprodukt a- b nun auch mit Hilfe des Projektionsvektors Ba aus-
driicken.

Es gilt der Satz:

—

S84  Fiir beliebige Vektoren @, b gilt: 2-b =3 -b,.

Beweis: Wir haben zu zeigen, daB3 die beiden Produkte @b und 2_1’~B'a sowohl dem Betrage
wie dem Vorzeichen nach iibereinstimmen.

1) In jedem Fall gilt:
[b,/=[b||cosal, also: [a-b|=|a|[b||cosa|=|a]|b,|=|2-b,.

2) Gilt 0<a<90°, so ist cosa>0, also auch a@-b>0 und 5-8320.
Gilt 90° <o < 180°, so ist cosx <0, also auch - b<0 und @- b, <0.
In jedem Falle gilt also @-b=a-b,, q.e.d.

10. Die Zahl [3-b,|=|a| b,/ kann man nun
interpretieren als die MalBzahl A eines
Rechteckes mit den SeitenmaBzahlen |a]
und |b,| (Bilder 8.10 und 8.11).

Der Beweis soll in Aufgabe 8b gefiihrt wer-
den.

Ol
A/

o}
4

&y ~@h) E] /

-

" Bild 8.11

S

5 A
]
l

o

It

Es gilt der Satz: Bild 8.10 [_-==7"

S$8.5  Fiir die MaBzahl A eines Rechteckes mit den SeitenmaBzahlen |2| und |l1| gilt:
1) A=@-b, falls 0°<x<90°, und
2) A=—(@-b), falls 90°<a<180° ist.
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Ubungen und Aufgaben

1. Bei einem Skilift bilden die Richtung des Schleppseils und die Hangrichtung einen
Winkel der GroBe o (Bild 8.12). Der gesamte Hang, lings dem eine Skilduferin hochge-
schleppt wird, ist 850 m lang. Auf dem ersten Teil, der 550 m lang ist und auf dem
o, =35° gilt, wird am Haltebtigel die Kraft |ﬁ1|=40N gemessen und auf dem etwas
steileren oberen Hangteil von 300 m Linge unter o, =30° die Kraft |ﬁ2|=55 N. Welche
Arbeit verrichtet der Lift an der Skilduferin insgesamt?

Bild 8.12 Bild 8.13

2. Bei Windflaute wurden stromaufwirts fahrende Schiffe frither oft an langen Seilen vom
Ufer aus von Menschen oder von Tieren geschleppt (Bild 8.13). Bei diesem ,,Treideln®
bringt z.B. ein Pferdegespann ldngs eines geradlinigen Leinpfades (Treidelpfades) von
2400 m Linge stdndig eine Kraft von |l_:'| =420 N auf. Zugrichtung am Seil und FluBrich-
tung bilden einen Winkel der GroBe o =22,5°. Welche Arbeit wird am Schiff verrichtet?

3. In einer 650 m langen Linkskurve, in der stindig FluBrichtung und Wegrichtung parallel
zueinander sind, verringert sich zwar die GroBe des Winkels zwischen Zugrichtung am
Seil und FluBrichtung auf o=16°; andererseits muB das Pferdegespann seine Zugkraft
auf IF'|=510N erhohen, weil am auBenliegenden Ufer die Stromung stirker ist. Welche
Arbeit wird am Schiff verrichtet? Ist sie, auf 100 m FluBldnge bezogen, in der Kurve
groBer als auf dem geraden FluBufer (vgl. Aufgabe 2)?

4. Eine Kraft F leiste lings eines Weges § die Arbeit W; der Winkel zwischen F und § habe
die Grofle «. Bestimme aus den gegebenen Stiicken die fehlende Angabe!
a) |[F|=180N; [s|=6m; W =540 Nm b) |F|=2520N; o= —120°; W= —36800 Nm.

5. In einer rheinischen Braunkohlengrube wird die abgebaute Braunkohle aus einer Tiefe
von bis zu 300 m durch Forderbdnder in ein Kraftwerk transportiert. Ein geradliniges
Teilstiick von 1050 m Lénge fithrt an einem Hang mit einem Steigungswinkel von o= 15°
nach oben. Welche Arbeit wird hier an jeder Tonne (1t) geforderter Braunkohle
geleistet?

6. Berechne jeweils |B|!
a) @-b=—24-1/2; [g]=6; a=135° b) @-b=120; |2]=12; a=60°
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7. Von zwei Vektoren @ und b sind die folgenden GroBlen gegeben. Berechne jeweils die

GroBe o des Winkels zwischen @ und b!

a) [3]2=36; |b|2=81; &-b=27
) |a]*= |b|2—100 B:so V2
8. Beweise a) Satz S8.3; b) Satz S8.5!

9. a) Beweise, daB fiir beliebige Vektoren 7, b gilt: &-

Schwartz)!
b) Unter welcher Bedingung gilt 8-b=

b)
d)

|8]=4,5; b-5=30,25; &-b=20
18] =10; [b|=14,5; &-b= —72,5

=

Bs|a| |E| (Ungleichung von Cauchy-

- -

13| |b| bzw. &-b<|al|b|?

10. Beweise die Ungleichung von Cauchy-Schwartz (vgl. Aufgabe 9) mit Hilfe der Deutung
des Skalarproduktes durch die FlichenmaBzahl eines Rechtecks nach Satz S8.5!

11. Begriinde (anschaulich), daB drei voneinander und von 0 verschiedene Vektoren a, b und
€ linear unabhingig sind, wenn fiir sie gilt: @-b=b-¢=¢-ad=0!

12. Beweise die folgenden beiden Sétze!

a) Zwei Vektoren @ und b sind genau dann linear abhéngig, wenn gilt: @

-b|=13|[b].

b) Zwei Vektoren @ und b sind genau dann linear unabhédngig, wenn gilt: |a- Bl <|a| Igl.

Il. Die Koordinatendarstellung und die Gesetze

des Skalarproduktes

1. Um mit dem Skalarprodukt einfach rechnen zu konnen, miissen wir versuchen, es durch
die Koordinaten der beiden Vektoren @ und b auszudriicken. Das Problem dabei ist, wie wir
den in der Definition D 8.1 vorkommenden Faktor cosa durch die Koordinaten der beiden

Vektoren ausdriicken konnen.

Wir erinnern uns daran, dal der Kosinus
eines Winkels im Kosinussatz der Trigono-
metrie vorkommt. Daher liegt es nahe, die-
sen Satz auf das Dreieck anzuwenden, wel-

ches von zwei Vertretern der Vektoren 2

und b gebildet wird, die an einem
Punkt angetragen sind (Bild 8.14). Die drit-
te Dreiecksseite kann dann erfaBt werden
durch den Vektor Z —b.

Wir driicken die Léange dieses Vektors, also
|a—b| aus

1) mit Hilfe des Kosinussatzes und

2) durch die Koordinaten von & und b.

Bild 8.14
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. . . . o . =
Um Quadratwurzeln zu vermeiden, berechnen wir in beiden Féllen nicht |d—b|, sondern
— = 2
[2—b|*.

1) |2 —b|2=|3]2 +|b|> —2|3| [b| cos« = |2+ [b|? =2 -3 - b.
a;—b;

2) Esist a—b=|a,—b,|. Mithin gilt:
a;—b,

|2—b|2=(a,; —b,)?+(a, —b,)* +(as —bs)>?
=(a,>—2a,b, +b,)+(a,>—2a,b,+b,%) +(a;>—2a;b,+b,?)
=, +a,2+a;3)+(b,?+b,2+b3%)—2(a; b, +a,b,+a,b,)
= &P +  |bP —2(a,; b, +a,b,+asby).
Durch Vergleich der beiden Darstellungen von |3 —b? ergibt sich unmittelbar:
@-b=a,b,+a,b,+a,b,.

Den Fall, daB @ und b ebene Vektoren sind, konnen wir erfassen durch die Bedingung
a;=b,;=0. Dann gilt:

@-b=a,b,+a,b,.

Damit haben wir gefunden:
S8.6  Fiir beliebige Vektoren @, b € V, gilt: a- b= a,b,+a,b,+a;b;.

Bemerkung: Als Sonderfall enthdlt Satz S8.6 im Zusammenhang mit Satz S8.1 die Glei-
chung: -

2|=1Z-d=Va,%+a,% +a,>.
Diese Formel ist uns seit langem vertraut und bei der Herleitung der allgemeinen Formel
von Satz S8.6 auch benutzt worden.

Beispiele:

-2
1) a’:(—s); b —4); A b=1-(=2)+(=3)-(-4)+4-1=14
4

1
-3 2

2) a=( 1); b=[-4]; 2-b=(=3)-2+1-(=4)+2.5=0
2 5

Das Ergebnis zeigt, daB die Vektoren des zweiten Beispiels aufeinander senkrecht
stehen.

2. Zu ecinem ebenen Vektor @ kann man mit Hilfe des Skalarproduktes in sehr einfacher
Weise einen ebenen Vektor b bestimmen, der zu @ orthogonal ist. Man braucht nur die
Bedingung a, b, +a,b,=0 zu erfiillen.

Dies erreicht man am einfachsten dadurch, da3 man

b,=a, und b,= —a, oder b;=—a, und b,=a, wihit
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Beispiele: A%2
e o Phik
L B ) 5 =3
1) a=(2), b1=<73) oder bz:( 3) ;\Tﬂz
= 2 — 7 - —7 “ b.\?\\\ 1
2 a:(—7>’ bl:(z) e bz:(—z) BT
S Es & b 2h
3. Mit Hilfe der Koordinatendarstellung T Vg ;
lassen sich die fiir das Skalarprodukt gel- —27 i
tenden Gesetze leicht beweisen. Man konn- B
te bei der Suche nach diesen Gesetzen zu- —al

ndchst an die fiir die Zahlenverkniipfungen
und fiir die Vektoraddition geltenden Ge-
setze, also an die Gruppengesetze denken
und nach vergleichbaren Gesetzen fiir das Skalarprodukt suchen. Da das Ergebnis
beim Skalarprodukt aber kein Vektor, sondern eine Zahl ist, scheiden das Assoziativgesetz,
das Neutralitdtsgesetz und das Inversitdtsgesetz als mogliche Gesetze fiir das Skalarprodukt
von vornherein aus. Begriinde dies im einzelnen (Aufgabe 19)!

Bild 8.15

4. Von den Gruppengesetzen gilt beim Skalarprodukt nur das Kommutativgesetz:
S87  Fiiralle3,beV gilt: a-b=Db-3.

Den Beweis kann man sowohl mit Hilfe von Definition D 8.1 wie mit Satz S8.6 in einfacher
Weise fiihren (Aufgabe 20).

5. Multipliziert man zwei Vektoren @ und b mit zwei Zahlen r und s, so ergibt sich fiir das
Skalarprodukt:

ray sb,
(rd)-(sb)=|ra, | - | sb, | =(ra,)(sb,)+(ra,)(sby)+(ras)(sbs)
ra, sby
=(rs)(a; b,)+(rs)(a,by) +(rs)(azbs)
=rs(a;b,+a,b,+asby)
=rs(@-b).

Somit haben wir bewiesen:

S88  Fiir alle r, se R und fiir alle 3, be V gilt: (ra)- (sb)=rs(@-b).
Fiir den Sonderfall s=1 ergibt sich aus Satz S8.8:

S89  Fiir alle re R und alle @, beV gilt: (ra)-b=r(@-b).

Man spricht bei diesem Satz gelegentlich vom ,,gemischten Assoziativgesetz*‘.
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6. SchlieBlich gilt noch das Distributivgesetz:

ol
+
o)
ol

S8.10 Fiir alle 3, b,ceV gilt: - (b+0)=

Der Beweis soll in Aufgabe 22 gefiihrt werden.

o)

Bemerkung: Fiir ebene Vektoren kann man
die Giiltigkeit des Distributivgesetzes auch b+¢
geometrisch zeigen. In Bild 8.16 ist dies
dargestellt fiir den Fall, daB b,772 und
¢, 114 gilt. Der Zeichnung entnimmt man -
(RN TARACAF 2
. N (6+6)a | Bild 8.16
also gilt: @-(b+7)=|a| |(b+7),]
= [](1B, |+ [E,D =21 [b, | + |8 [¢,| =& b+7 -

oy

s

Begriinde die einzelnen Beweisschritte!

Die anderen Fille sind entsprechend zu behandeln.

Aus dem Distributivgesetz 148t sich — wie in der gewohnlichen Zahlenalgebra — die
Allgemeingiiltigkeit einer Reihe von weiteren Gleichungen herleiten, z.B.

@+b)-@+d)=a-c+2-d+b-S+b-d  (Aufgabe 23).

7. Mit Hilfe der Koordinatendarstellung des Skalarproduktes gelingt es nun auch, die
GroBe eines Winkels zu berechnen, der von zwei Vektoren eingeschlossen wird. Nach
Definition D 8.1 gilt fiir |a], [b|+0:

o
ol

2
Z-b=|3||blcosa = cosa=

=
ol

Beispiele:

-3 =]
1) a’:( 3); E:( 1]; 2-6=2+3-2=3;
1 =3
[E=1/4+9+1=114; |b|=)/1+1+4=1/6.

Also gilt: cosa = = a~x70,9°.

3 3
Viae 2705 2y

1 3
2) @= —2); B=( 3|; @-b=-3-6+4=-5.

—4 -1
=Y 1+4+16=121; |b|=1/9+9+1=719.
Also gilt: cos=; = a~104,5°.

V21-19
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8. Das Skalarprodukt 148t sich in naheliegender Weise auf Vektoren mit beliebig vielen (n)
Koordinaten iibertragen:

a-b=a,b,+a,b,+...+a,b,.

An einem einfachen Beispiel wollen wir die Anwendbarkeit dieses Produktes auBlerhalb der
Geometrie verdeutlichen.

Eine GroBhandelsfirma fiihrt eine Bestellung von n Waren aus. Die Stiickzahlen der einzel-
nen Waren werden erfaBt durch den Anzahlvektor @ und die Preise fiir die einzelnen Waren
durch den Preisvektor P. Dann ist der Rechnungsbetrag R gegeben durch das Skalarprodukt

a4y Py
- = a
R=32-B=| |- I?Z =a,;p;+a,p,+...+2a,p,.
an pn

Ubungen und Aufgaben

1. Berechne das Skalarprodukt der Vektoren @ und b!

0is(95-0)  we-()5-() 0w

2 4 1 3 4 -3
el (el oefief]
4 2 =1, 0 7 -2

2. Untersuche, welche von den folgenden Vektoren paarweise aufeinander senkrecht stehen !

05\ L =2\ . =2\ . [=S\ _ [0\ . [—4 _ (10
a1=<_2), a2=( 5)’ a3:(—5)’ a“:( 2)’ a5=(4)’ aﬁ:(m)’ a7:(—4)'

3. Untersuche, ob @ und b zueinander orthogonal sind!

1 1,5 0,5 5 0
a)d=( 6 |, b=[-06] b)a=| 3 |, b={016]) ¢ @=[0], b=[—4
—-0,5 2,5 -9 0,3 0 6
—~15 4 10 =11 14 5
da=| 2 |, b=|-3 e) a=(-5]|, b= - 2 f) a=|-2], b=| 10
7 0 10 10 5 —10
4. Berechne die Ldngen der folgenden Vektoren!
-9 14 -9 —10 2 1,5
=|-12], b=(-7], e=( 18), d=| 20), €={—y/3), T=[ ©
8 14 18 30 3 2

5. Zeige, daB fiir die folgenden Vektorpaare gilt: |2-b|=|3]|b|! Was folgt daraus fiir die
Vektoren  und b?

—4 8 4 —12 4 —~6
a) a:( 1), E’:(—z) b) 3:( 1), B:(— 3) ¢) a= (—2), B:( 3 )
2 = -3 9 1 —1,5

O =

ol

o]
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

Bestimme die GroBe des von den Vektoren & und b eingeschlossenen Winkels !

bi-()5-0) w0 s(Ys()

- 0 =, 12 7 2
d) 5:( 2), B=(3> e) 2:( 2), B:(—4> f) a:(—4>, B:(— )
1 4 2 3 3 7

. Zeige, daB die Vektoren g, b und ¢ einen Wiirfel aufspannen! Ermittle die Grofen der

Winkel, die von je zwei Raumdiagonalen des Wiirfels eingeschlossen werden!

4 % 0 2 11 —10
a) z=(3), B:( 4), 6:(0) b) a= (—14), E:( —2), 8:(— 5)
0 0 5 5 i —ii

. Ein Quader hat die Kantenldngen 6 cm, 6 cm und 3 cm.

a) Berechne die GroBen der Winkel zwischen je zwei Raumdiagonalen !
b) Berechne die GroBen der Winkel zwischen einer Raumdiagonalen und den drei
Kanten des Quaders!

. Ermittle mit Hilfe des Skalarproduktes die Lange der Projektionen des Vektors zu AB

auf den Vektor zu AC! Bestitige das Ergebnis durch eine Zeichnung!
a) A(0]0); B(3|4); C(511) b) A(0]0); B(—4I1); C(3]3)
©) A(—2|1); B(4]3); C(—4]|5) d) A(2]-3); B(S|-1); C(-2(3)

Drei Geraden g, g, und g5 bilden ein Dreieck ABC. Berechne die Seitenldngen und die
GroBen der Innenwinkel dieses Dreiecks! Probe!

9 0 8=(Corrl]) mew= (T (5) mew= ()]

2 ] 0 2 2 0
b) g;: i’z( 1>+r< 4) 12 i’z(B)—l—s(—Z) g3 ¥:<1>+t<0)
| 7 2 -1 6 5

Berechne die Seitenldngen und die GroBen der Innenwinkel des Dreiecks ABC! Probe!
a) A(2|-1), B(=5/0), C(—1[3) b) A(5|—1]-3), B(1|3]4), C(5|-1/2)

Berechne im Viereck ABCD die Seitenldngen und die Groen der Innenwinkel!
a) A(—1|-3), B(6|—-2), C(2|]1), D(3|-6)
b) A(112]—4), B(—3]6]3), C(1|2[1), D(5| -2|-6)

Welche Form hat das Viereck ABCD? Berechne die Seitenldngen und die GroBen der
Winkel, die der Vektor zu AC mit den beiden Seitenvektoren einschlieBt!

a) A(5|—1]0), B(10|—2|3), C(12|—4|—1), D(7| -3]|—4)

b) A(5/2|0), B(4]6]6), C(2|10]3), D(3|6] —3)

Priife, ob die folgenden acht Punkte im Raum die Eckpunkte eines Wiirfels sind!
A(21916),  B(12[19]1), C(22[8]—-1), D(12|-2[4),
E(7/11]20), F(17|21|15), G(27]10|13), H(17]0]18)
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15. Berechne fiir einen Wiirfel die GroBen der folgenden Winkel!
a) Winkel zwischen einer Flachendiagonalen und den anstoenden Kanten
b) Winkel zwischen einer Raumdiagonalen und den anstoBenden Kanten
¢) Winkel zwischen zwei Raumdiagonalen
d) Winkel zwischen einer Raumdiagonalen und einer anstoflenden Flachendiagonalen
e) Winkel zwischen einer Raumdiagonale und der Verbindungsstrecke der Mitten
gegeniiberliegender Kanten

X 0 2

16. Der Vektor X=|(y | soll auf den beiden Vektoren a=|4| und b=|—3| senkrecht
z 1 1
stehen. Bestimme die Koordinaten y und z! Deute das Ergebnis geometrisch!

17. Bestimme die Vektoren X und Y jeweils so, daB sie die gleiche Linge haben wie der
Vektor a! Wie viele Losungen gibt es jeweils?

5 X Y10 ~1 X -1/6

: y b) @=| 3|, X=(-4|,y=(- 3
2 e -2 3 V2 z
18. Ermittle zum Vektor & einen Vektor b, der zu @ orthogonal ist und die Lange b hat!
2 12 3
a) @=(1], b=1/5 b) a=| -3, b=5 ¢) a=[—6|, b=3y/5
2 4 2
19. Begriinde, daB fiir das Skalarprodukt die Gesetze A, N und I nicht gelten konnen!

20. Beweise das Kommutativgesetz fiir das Skalarprodukt (S8.7) a) aus der Definition D 8.1
und b) aus der Koordinatendarstellung (S 8.6)!

21. Beweise geometrisch, daB fiir beliebige Vektoren @ und b gilt: |3 |Ba|=|5’| |d,| (Projek-
tionssatz, Bild 8.17)! Leite daraus die Giiltigkeit des Kommutativgesetzes fiir das Skalar-
produkt her!

[b] o

Bild 8.17 c D Bild 8.18
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Beweise das Distributivgesetz fiir das Skalarprodukt (S8.10)!

Begriinde, daB3 beim Skalarprodukt fiir das Ausmultiplizieren von Summen die gleichen
Formeln gelten wie in der Algebra!

Begriinde, daB im Fall von Bild 8.18 (Seite 142) fiir die nichtkomplanaren Vektoren 3, b
und € gilt: (b+7¢),=b,+<,! Leite daraus die Giiltigkeit des Distributivgesetzes des Skalar-
produktes (S8.10) fiir diesen Fall her!

Der Versuch, das Skalarprodukt zweier Vektoren @ und b durch ﬁ'-g=|§| IBI zu definie-
ren, scheitert daran, daB dann das Distributivgesetz nicht gilt. Weise dies nach! Anlei-
tung: Benutze Vektoren mit b+¢=0!

a) Folgt aus a-b=|3|% daB £=b sein Bild 8.19
muB?

b) Untersuche an Hand von Bild 8.19,
ob fiir das Skalarprodukt die Rechts-
streichungsregel (das Regularititsgesetz)
gilt! Priife auch den Fall kollinearer

Vektoren!

Ein Autohéndler im Rheinland verkauft
hauptsdchlich die sechs Modelle eines
grofen Autoherstellers der Bundesrepublik. Er vergleicht Absatz und Umsatz im Sep-
tember 1983 mit den Zahlen des entsprechenden Vorjahresmonats.

Berechne fiir die beiden Septembermonate vektoriell den Gesamtumsatz!

Absatz September 1982 September 1983

Modelle Absatz Preis Absatz Preis

Polo 4 11300, — 6 12000, —
Golf 15 13100, — 22. 14000, —
Passat 5 16500, — 12 17000, —
Santana 1 18500, — ) 19000, —
Scirocco 1 20500, — § 21000, —
Transporter 3 22500, — 6 23000, —

Ein Winzerehepaar vom Mittelrhein besuchte im November 1983 seine Kunden im
Ko6lner Raum. Am Abend stellen sie fest, daB sie vorwiegend sieben Sorten verkauft
haben. Die Anzahlen der abgesetzten Flaschen und die zugehdrigen Sortenpreise weist

die nachfolgende Tabelle aus. Berechne den erzielten Tagesumsatz!

Fosten| ¢ v SchloB Faber SchloB SchloB Wolfs- | Wolfs-
Um born ’82 | Stahleck ’82 82 Stahleck *79 | Stahleck 78 | hohle >79 | hohle *76
satz
Anzahl 120 480 160 30 60 80 80
Preis 430DM | 590DM | 520DM | 6,50 DM 690DM | 7,20DM | 12,00 DM
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1. Einheitsvektoren

1. Wir haben ebene und rdumliche Vekto-
ren stets durch ihre Koordinaten in einem
Kartesischen Koordinatensystem erfa3t. Im
Raum wird ein solches Koordinatensystem
aufgespannt von den drei Basisvektoren

1 0 0
g, =(0], &=(1] und &=[(0| (Bild 8.20).
0 0 1 1

Diese Basisvektoren sind dadurch gekennzeichnet, daB sie alle die LangenmalBzahl 1 haben
und paarweise aufeinander senkrecht stehen. Diese Eigenschaften kann man mit Hilfe des
Skalarproduktes beschreiben. Es gilt:

—

€, -8, =¢6,-8,=6;,-8;,=1 und €, -€,=¢,-6,=¢c,:¢,=0
1°61=€3°€,=€3-63= €1:6,=€,:€3=¢€3-€¢,=V.

Wir fassen diese Beziehungen zusammen im Satz:

S8.11 Fiir die Basisvektoren eines Kartesischen Koordinatensystems gilt:

o L (1 firi=k
e e =
PRT0 fiir i k.

Die Gleichungen von Satz S8.11 bringen zum Ausdruck, daB die Basisvektoren eines
Kartesischen Koordinatensystems

1) Einheitsvektoren sind (man spricht daher von einer ,,normierten Basis*) und

2) paarweise zueinander orthogonal sind (man spricht daher sogar von einer
,,orthonormierten Basis‘‘).

Dabei ist der Begriff des ,,Einheitsvektors® folgendermaBen definiert:

—

D83 Unter einem ,,Einheitsvektor €‘ versteht man einen Vektor mit dem Betrag 1, also

mit [€]=1.
a4
2. Ein beliebiger Vektor @=| a, | ist aus den drei Basisvektoren folgendermaBen erzeugbar:
a3

d=a, € +a,¢e,+a;€,. Bestitige dies geometrisch und arithmetisch (Aufgabe 3)!
Umgekehrt kann man die Koordinaten eines Vektors @ aus den Basisvektoren mit Hilfe des
Skalarproduktes darstellen. Es gilt nimlich:

a, 1
é’.é’lz a, |- 0 -_—al.1+a2.0+a3.0=al
a, 0

und entsprechend @-€,=a, und @-€,=a,. Vergleiche auch Aufgabe 4b!

S8.12 Fiir die Koordinaten eines Vektors @ gilt: a, =2 ¢, a,=a2-¢, und a,=7-¢,.
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3. Schon im Zusammenhang mit der Parameterform einer Geradengleichung haben wir die
Richtung der betreffenden Geraden durch einen ,,Richtungsvektor* @ festgelegt, also durch
einen Vektor, der einen in der betreffenden Geraden liegenden Pfeil als Reprdsentanten
besitzt.

Hiufig ist es zweckmidBig, als Richtungsvektor einen Einheitsvektor zu wéhlen. Aus einem
belicbigen Vektor 240 erhilt man einen Einheitsvektor fiir die betreffende Richtung da-

durch, dafl man @ mit — multipliziert: €,=—-; denn es gilt: |€,|=|—5- :Q =
2] 2] lal| [a]

Umgekehrt konnen wir jeden Vektor @+0 mit Hilfe seines Betrages und des zugehori-
gen Einheitsvektors ausdriicken:

a=|a|€,; denn es gilt: |3|€,=|3|

S8.13 Zu jedem Vektor 240 gibt es einen Einheitsvektor €, mit €,113; es gilt:

€,=—- und a=|d|E,.

Ubungen und Aufgaben

1. Untersuche arithmetisch, ob die folgenden Vektoren Einheitsvektoren sind! Priife dies bei
a) und b) auch mit Hilfe der Zeichnung!

0 ag () w= (0w (L) s () i

I R T
)‘_51,5’2_5(—12’32 1? %3 > bs=31 ,
5

o'l

V6

¢) ¢i==|—-1],S=—|—-4]|, C5=— , Ca==| —4), Cs=— | —
3 13 17 7 15
—2, 3 12 2 10

2. Bilde zu den folgenden Vektoren je ein Paar von Einheitsvektoren gleicher Richtung!

R RO

ay
: y ; ; s o= & -
3. Zeige arithmetisch und geometrisch, daB fiir jeden Vektor @ mit 2= (al) bzw. a=| a,
gilt: @=a, €, +a,¢, bzw. d=a, €, +a,¢,+a;¢,! 2 a,

4. a) Bestitige den Satz S8.12 fiir die in Aufgabe 2 gegebenen Vektoren durch Berechnen
der Skalarprodukte a@-€,,d-¢€,,a-¢;!
b) Beweise den Satz S8.12 unmittelbar aus der Definition des Skalarproduktes zweier
Vektoren!



146 §8, III., IV. Elementargeometrische Anwendungen des Skalarproduktes

5. Die Einheitsvektoren €; und €, bilden eine orthonormierte Basis des V,. Zeige, daBl die
folgenden Vektoren jeweils ebenfalls orthonormierte Basen des V, bilden!

— - — 1 — — — 1
— (€, +8,); €,=—(8;—F€,) b) eazﬁ

¢) Bestimme die Zahl r so, daB auch €,=r(¢, +1¢,) und &,=r(¢,—1¢€,) eine orthonor-
mierte Basis bilden!

R T T
(€, —¢€y); e4:‘*5(_61_32)

6. Die Finheitsvektoren €,, €, und €, bilden eine orthonormierte Basis des V;. Priife, ob die
folgenden Tripel von Vektoren ebenfalls wieder eine orthonormierte Basis des V, bilden!

—= (€, —€y); € =g,

1
V2

7. a) Beweise: SchlieBt ein Einheitsvektor € mit den drei Koordinatenachsen nichtiiber-
stumpfe Winkel der GroBlen o, o, und o, ein, so gilt: e, =cosa;, e,=cosa, und
€3=cosu;!

b) Zeige, daB fiir diese ,,Richtungswinkel® gilt: cos?a, +cos® o, +cos? oy =1!
¢) Wie lautet die entsprechende Gleichung fiir den ebenen Fall? Driicke diese Beziehung
durch eine WinkelgroBe aus! Zeichnung!

— e s o 5 O _.
b) e4=—(el+ez+]/2e3); €s=—(€,—€,); e6=—(el+ez—ﬂe3)
2 2

8. Der Vektor @ bilde mit den Basisvektoren €,, €, und €, die folgenden Produkte. Ermittle
a, berechne seine Liange und die GroBen seiner Richtungswinkel! Vergleiche Aufgabe 7!
a) 1=4; 32-€,=12; &.8,=3 b) a@-¢,=—12; 3=—9

1

) d-¢=0; a- 2 d) @8 =1; =

e
€, =8;

ol o

(ST
ol ol

—
a-
—

a-

ol ®)
ol o

2 =1
€,=—7;

EN

V. Elementargeometrische Anwendungen
des Skalarproduktes

An einigen Beispielen wollen wir zeigen, wie das Skalarprodukt zur Herleitung geometrischer
Sédtze angewendet werden kann.

1. Wir beweisen zundchst den Kathetensatz
des Euklid. Wir erfassen die beiden Kathe-
ten des rechtwinkligen Dreiecks durch die
Vektoren @ und b, die Hypotenuse durch
den Vektor €; die beiden Hypotenusenab-
schnitte seien p und q (Bild 8.21).

Dann lautet die Voraussetzung: alb.

Mit den Abkiirzungen ¢c=|¢| und a=|a| lautet die Behauptung: cp=a’.

B
Bild 8.21
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Beweis: Nach dem Kommutativgesetz des Skalarproduktes (Satz S8.7) gilt:

e
c-a=a-+c

b

- =

also nach Satz S84: T-a.=3a-C
und somit: [c| |2, |=[a]| [T,].

Nun ist |d|=p und |C,|=|3|=a. Also gilt: cp=aa=a?, ge.d

2. Wir beweisen ferner, dall die Hohen ei- Bild 8.22
nes Dreiecks sich in einem Punkt H schnei-
den (Bild 8.22).

Es sei H der Schnittpunkt der beiden Ho-
hen AH, und BH,. Ferner seien @, b und €
die Vektoren zu den Pfeilen ﬂ, HB und
HC. Dann gilt fiir die Seitenvektoren des

Dreiecks:

Kﬁzg—é’; BC=¢-b und CA=7-—
Da H der Schnittpunkt der beiden Hohen AH, und BH, sein soll, gilt:
1) 8L¢-b und 2) bLla-c

Die Behauptung besagt, daB die Gerade g(C, H) auf der dritten Seite AB senkrecht steht, daB3
also gilt: ¢ L b—a.

Beweis: Aus 1) folgt:
aus 2) folgt:

@—b)=2a-¢
-@-9)=b-d-

Durch Addition der beiden Gleichungen ergibt sich:

o
a-
i
b-

@-3—b-¢=@—b)-3=0, also tatsichlich a—b 1L q.ed.

3. Wir beweisen schlieBlich den Satz, daB}
die Diagonalen einer Raute aufeinander
senkrecht stehen.

Eine Raute ist ein Viereck mit vier gleich-
langen Seiten.

Mit den Bezeichnungen von Bild 8.23 lautet
daher die

Voraussetzung: |3|=|b| und die
Behauptung : 81 iaz, also 31 -32:0.

Beweis: Fiir die Diagonalen der Raute gilt:

Bild 8.23

d,=3+b und d,=@-b.
)-@—b)=3-2—b-b
d,-d

Wegen |3]=|b| gilt nun @-3=b-b und somit 1-d, =0, g.e.d
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Ubungen und Aufgaben

1. a) Beweise vektoriell: Im rechtwinkligen Dreieck (Bild 8.21) gilt cq=b? (Kathetensatz
des Euklid fiir die Stiicke ¢, |b,|=q und b)!
b) Priife, welcher Satz sich in Aufgabe 21 von Seite 142 ergibt fiir den Fall, daB das
Dreieck OBA bei B rechtwinklig ist (vgl. Bild 8.17)!

2. a) Beweise den Lehrsatz des Pythagoras, indem du die Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks durch Vektoren &, b und ¢ darstellst!
b) Formuliere die Umkehrung des Lehrsatzes von Pythagoras und beweise diesen Satz
ebenfalls vektoriell!

3. Beweise vektoriell: Die Winkelhalbierenden zweier Nebenwinkel stehen aufeinander
senkrecht!
Anleitung: Bilden die Vertreter zweier Vektoren @ und b einen Winkel, so liegt der

b ] . .. .
Vertreter von G’v:iﬁ—v auf der Winkelhalbierenden dieses Winkels. Begriinde dies!

|2l |b|

4. Zwei nicht kollineare Vektoren @ und b spannen ein Parallelogramm auf. Zeige, daB fiir
die beiden Diagonalenvektoren bei geeigneter Orientierung gilt:
d,?+d,*=2(@*+b? und d,>—d,?=43-b!

5. a) Beweise vektoriell den Lehrsatz des
Thales (Bild 8.24)!
b) Formuliere seine Umkehrung und
beweise auch diesen Satz vektoriell!

6. Beweise vektoriell: Im gleichschenkligen
Dreieck (/2| =|b|) steht die Seitenhalbie- i
rende s, senkrecht auf der Grundseite —4
AB! Bild 8.24

7. Beweise die folgenden Sdtze vektoriell!
a) Ein Viereck, in dem sich die Diagonalen halbieren, ist ein Parallelogramm.
b) Ein Parallelogramm, in dem die Diagonalen aufeinander senkrecht stehen, ist ein
Rhombus.
¢) Ein Viereck, in dem die Diagonalen aufeinander senkrecht stehen und eine von der
zweiten halbiert wird, ist ein Drachenviereck.
d) Zeige, daBl zu den Sitzen von a), b) und c¢) auch die Umkehrungen giiltige Sétze sind !

8. Beweise die folgenden Sétze und ihre Umkehrungen!
a) Ein Parallelogramm, in dem die Diagonalen gleich lang sind, ist ein Rechteck!
b) Ein Rechteck, in dem die Diagonalen aufeinander senkrecht stehen, ist ein Quadrat!

9. Zeige vektoriell, daBl in jedem regelméBigen Tetraeder die Vektoren zu je zwei windschie-
fen Kanten zueinander orthogonal sind!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) Beweise den Hohensatz des Euklid
|ﬁi2:|f5| |q| vektoriell (Bild 8.25)!
Anleitung: Driicke 2 und b durch H, P
und d aus!

b) Zeige, dal auch die Umkehrung des
Hohensatzes ein giiltiger Satz ist!

Bild 8.25
Beweise vektoriell: Im Quader steht je-

de Fldchendiagonale auf zwei Kanten

senkrecht!

Beweise vektoriell: In jedem Viereck (ﬁ'+§+6’+8:6) gilt fiir die beiden Diagonalen bei
geeignet gewdhlter Orientierung:

2d,-d,=82—b2+3*—d2

Beachte: Beim Beweis wird die Komplanaritit der Vektoren @, B, 2 und d nicht benutzt.
Dabher gilt der Satz fiir entsprechende Stiicke auch im Tetraeder. Deute ihn dort!

Beweise vektoriell den Kosinussatz der
Trigonometrie: c?=a*+b%*—2ab cosy
(Bild 8.26)!

Zeige vektoriell, daB im Rhombus die
Verbindungslinien benachbarter Seiten-

mitten ein Rechteck bilden! Gilt dieser Bild 8.26
Satz auch fiir Drachenvierecke?

Ein Quader werde von Vertretern dreier Vektoren &, bund ¢ aufgespannt, die zueinander
paarweise orthogonal sind.

a) Stelle eine Bedingung auf dafiir, daB zwei der vier Raumdiagonalen aufeinander
senkrecht stehen !

b) Untersuche, ob in einem Quader alle vier Raumdiagonalen paarweise zueinander
orthogonal sein konnen!

¢) Untersuche, ob in einem Quader, in dem zwei der vier Raumdiagonalen aufeinander
senkrecht stehen, ein weiteres Paar von Raumdiagonalen ebenfalls zueinander orthogo-
nal sein muf3! Bilde ein Beispiel oder ggf. ein Gegenbeispiel !

Bei den Beweisen zu den vorangehenden Aufgaben kommen wiederholt gleiche oder
dhnliche SchluBweisen vor. Beweise zunidchst formal aus den algebraischen Eigenschaften
des Skalarproduktes zweier Vektoren =0 und b+0:

@+D0)-(E—b)=0 < [a]=b].

Deute diese Aussage elementargeometrisch:

a) als Satz iiber ein (besonderes) Rechteck und dessen Umkehrung;
b) als Satz iiber Rhomben und dessen Umkehrung;

c) als Satz des Thales und dessen Umkehrung!
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§9 Anwendungen des Skalarproduktes in der
analytischen Geometrie

. Die Normalengleichungen fiur Geraden und fur Ebenen

1. In §5 haben wir die Parametergleichungen fiir Geraden und fiir Ebenen kennengelernt.
Gleichungen dieser Form lassen sich sofort angeben, wenn,
1) eine Gerade durch einen Punkt und einen Richtungsvektor (oder durch zwei Punkte),

2) eine Ebene durch einen Punkt und zwei Spannvektoren (oder durch drei nichtkollineare
Punkte, d.h. durch drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen)

gegeben ist. Wir wissen aber, dal3
Geraden im R, | Ebenen im R,

auch durch parameterfreie lineare Gleichungen in zwei bzw. drei Variablen dargestellt
werden konnen. In §5,1 (Seite 72) und in §5,1I (Seite 79) haben wir bereits gezeigt, wie
man die Parameter aus Gleichungen der Form

X=%,+1@ | X=X, +ra+sb

eliminieren kann.

2. Mit Hilfe des Skalarproduktes konnen wir die Umformung in parameterfreie Gleichungen
in wesentlich einfacherer Weise durchfiihren. Dies gelingt uns dadurch, daB wir die Gleichun-
gen skalar mit einem Vektor i multiplizieren, fiir den

Z.-1=0 ] 3-i=0Ab-B=0
gilt, der also
auf @ und somit auf der Geraden | auf @ und b und somit auf der Ebene
senkrecht steht (Bilder 9.1 und 9.2).

Man nennt einen solchen Vektor . einen
,»INormalenvektor der Geraden (im R,)
bzw. der Ebene (im R;).
Wir multiplizieren die Vektoren auf beiden
Seiten der Parametergleichung skalar mit
einem solchen Vektor 1:

Bild 9.2

G e s 5 T oo
2) X=X,+ra+sb = X-O0=(X,+rd+sb)-0 = X-0=X,-B+ra-n+sb-1 = X-n=%,-n.

—

Man nennt eine Gleichung der Form X-H=X, -1 eine ,,Normalengleichung* einer Geraden

(im R,) bzw. einer Ebene (im R,).
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3. In beiden Fillen ist aus einer Parametergleichung durch Folgerungsumformungen die
parameterfreie Gleichung

X-0=X,-1
hergeleitet worden. Um sicherzustellen, dafl durch diese neue Gleichung jeweils dasselbe
geometrische Gebilde — also eine Gerade oder eine Ebene — erfaBBt wird, haben wir
nachzuweisen, dall umgekehrt aus der Gleichung X-8=X, - wieder die betreffende Parame-
tergleichung hergeleitet werden kann.
Allgemein kann man dies folgendermaBen zeigen. In beiden Féllen gilt wegen des Distribu-
tivgesetzes (Satz S8.10):

= = =

X-A=X,-0 < (X—-X,)-0=0.

Zu 1): Die Ebene (der Raum R,) wird aufgespannt von den beiden (linear unabhéngigen)
Vektoren @ und 1. Jeder Vektor der Ebene 148t sich also aus diesen beiden Vektoren
erzeugen, unter anderem auch jeder Vektor der Form X—X,,. Es gibt also stets zwei Zahlen
t,re R mit:

X —X,=ta+ri.
Wir haben zu zeigen, daBl r=0 ist. Mit vorstehender Bedingung gilt:

(X—Xy):1=0 < (tZ+rf)-8=0 < t@ H)+r(@ 0)=0.

- =

Wegen 2-1=0 und f- 840 folgt daraus unmittelbar r=0. Es gilt also:

- -

X—X,) =0 = X—X,=ta& (mit teR).

—_

Zu 2): Da der Vektor @ auf den beiden Spannvektoren @ und b senkrecht steht, sind die
Vektoren &, b und @ linear unabhingig, spannen also den Raum R, auf Daher 148t sich
jeder rdumliche Vektor aus den Vektoren &, b und 1 erzeugen, u.a. auch jeder Vektor der
Form X —X,,. Es gibt also stets drei Zahlen r, s, te R mit

X —X,=1a+sb+tq.
Wir haben zu zeigen, dafl t=0 ist. Mit vorstehender Bedingung gilt:

(X=%,)-B=0 < (ra+sb+tf)-8=0 < r@ 1)+s(-8)+td 8)=0.

Wegen @-fi=b-i=0 und & - 140 folgt daraus unmittelbar t=0. Es gilt also:

-

X—Xp -1 = §~x0:re_{+sg (mit 1,s € R).

= =

Damit haben wir in beiden Fillen aus der Gleichung X-A=X,-1 die Parametergleichung
(fiir die Gerade bzw. fiir die Ebene) wieder hergeleitet.
Wir haben also insgesamt gezeigt, dal durch jede Gleichung der Form

> o

‘B=X,-0 bzw. (X—X,)-1=0

1

eine Gerade (im R,) bzw. eine Ebene (im R,) dargestellt wird.
Der Unterschied liegt nur darin, daB die Vektoren X, X, und @ im Falle einer Geraden zwei,
im Falle einer Ebene drei Koordinaten haben.
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4. Wir behandeln zunidchst zwei Beispiele. AY
9
1) Eine Gerade sei gegeben durch die Glei- L5
L (=2 2 .
chung X= ( 1) +t (3) (Bild 9.3). 4
; ; T3
In §8,II (Seite 137) haben wir bereits eror- " 3
tert, wie man zu einem ebenen Vektor @ { . 12
einen dazu senkrechten Vektor @ ermitteln 5 11
kann. At — >
= I . =5 =4 =g = = 1.2 3 4 X

Zu a= (3) ist orthogonal z.B. der Vektor X -1t

-3 27
ﬁ:( 2). Wir multiplizieren obige Gera- _al
dengleichung skalar mit diesem Vektor n: Bild 9.3

-3 -2 -3 2 -3
X- = . i —3x42y= t-0 —3x+4+2y=8.
X( 2) ( 1)(2)“(3)( 2)° A e

N —
=0

Dies ist eine Gleichung der Geraden g in allgemeiner Form.

1 1 2
2) Eine Ebene sei gegeben durch: X= (1) +r ( 0) +s ( —3)‘
1 -3 0

Ein Vektor @, der auf beiden Spannvektoren senkrecht steht, muB3 den Bedingungen

1 2
~3n,=0
0]-8=0nA | —3]|-8=0, also dem Gleichungssystem .= =
_3 0 A2n;—3n, =0

geniigen. Da das Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit drei Variablen besteht, kann es
nicht eindeutig l16sbar sein. Das ist auch deshalb ausgeschlossen, weil wir hinsichtlich der
Lange und der Orientierung des Normalenvektors keine Festlegung getroffen haben. Wir
wihlen daher den Wert einer Variablen, z.B. ny;=1; dann ergibt sich aus der ersten Glei-
chung n; =3 und damit aus der zweiten Gleichung n,=2.

3
Also ist = (2) ein Normalenvektor der fraglichen Ebene.

1 1 3 2 3
Probe: 0)-{2]=3-3=0; -3]-12|=6—-6=0.
-3 1 0 1

Wir multiplizieren die Ebenengleichung skalar mit dem Vektor @i:

GHOB-CI6-L -6

< 3x+2y+z=6.

Dies ist eine Gleichung der Ebene in allgemeiner Form.
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Man kann diese Ebene leicht darstellen, wenn man ihre Schnittpunkte mit den drei Koordi-
natenachsen kennt.

1) Fiir die Punkte der x-Achse gilt: y=z=0. Setzt man dies in die Gleichung 3x+2y+z=6
ein, so ergibt sich 3x=6, also x=2.

2) Fiir die Punkte der y-Achse gilt: x=z=0; es ergibt sich also 2y=6, also y=3.
3) Fiir die Punkte der z-Achse gilt: x=y=0; es ergibt sich also z=6.
Bild 9.4 zeigt den Teil der Ebene, welcher im I. Oktanten liegt.

5. Wir wollen nun die geometrische Bedeutung von Gleichungen der Form
X-0=%X,-1

noch etwas nidher untersuchen.

Gemeinsam ist diesen Gleichungen und den Parametergleichungen die Erfassung der Gera-
den bzw. der Ebene durch Ortsvektoren. Der Unterschied besteht darin, daB die Richtung
der Geraden bzw. der Ebene hier nicht durch einen Richtungsvektor bzw. zwei Spannvekto-
ren, sondern durch einen Normalenvektor 1l festgelegt wird.

Wir wollen uns im folgenden anschaulich klarmachen, daB tatsichlich die Lage einer
Geraden im Raum R, und die Lage einer Ebene im Raum R, durch einen Punkt P, und
durch einen Normalenvektor @i eindeutig erfaBt werden konnen.

Hinsichtlich einer Ebene kann man z.B. an einbeinige runde Tische denken, wie sie etwa in
Eisdielen aufgestellt sind (Bild 9.5).

A*
6

n 2 B

-
+

2

3x Bild 9.4 Bild 9.5

Andert man die Lage der Geraden bzw. der Ebene bei festgehaltenem Punkt P,, so wird
auch die Richtung von & geédndert (Bilder 9.6 und 9.7).

€
Bild 9.6 Bild 9.7
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Zu jeder Geraden (im R,) und zu jeder Ebene (im R;) gibt es natiirlich unendlich viele
Normalenvektoren; diese unterscheiden sich durch ihre Lédnge und ihre Orientierung; sie
haben aber alle dieselbe Richtung, sind also kollinear. Zu beachten ist, daB eine entsprechen-
de Kennzeichnung fiir Geraden im R, nicht mdoglich ist; denn zu jeder Geraden im R, gibt
es beliebig viele Normalenvektoren, die nicht kollinear, wohl aber komplanar sind (Bild 9.8).
Und auch umgekehrt gibt es zu jedem Vektor @ im R, beliebig viele Geraden, die auf @

senkrecht stehen (Bild 9.9).

|

9s

//L‘\

Bild 9.8 Bild 9.9

- =

6. Wie oben bereits gezeigt, konnen wir die Normalengleichung X-1=X,, - i folgendermaBen

umformen:

R-B=%, 8 < X-B—%, 8=0 < (X—%,)-8=0.
Die letzte Gleichung besagt, daBl der Vektor X —X,, und der Normalenvektor @ aufeinander
senkrecht stehen. Dies ist unmittelbar einsichtig, weil die Differenzvektoren X—X, stets in
Richtung der Geraden (Bild 9.10) bzw. der Ebene (Bild 9.11) liegen.

Bild 9.10 0 Bild 9.11 0

Es gilt also der Satz:

S9.1  Ist eine Gerade g im R, bzw. eine Ebene ¢ im R; durch einen Punkt P, mit dem
Ortsvektor X, und durch einen Normalenvektor n festgelegt, so gilt fiir die Orts-
vektoren X aller Punkte von g bzw. ¢:

R-B=% % ud E-%,) i=0.

Man spricht von einer ,,Normalengleichung® der Geraden bzw. der Ebene oder auch von
einer Gleichung in ,,Normalenform*:.
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7. An den Beispielen haben wir gesehen, daBl die ausmultiplizierte Normalengleichung

1) bei Geraden die Form ax+by=c,
2) bei Ebenen die Form ax+by+cz=d hat.

Es handelt sich also um Gleichungen, die wir frither als ,,allgemeine* Geraden- bzw.
Ebenengleichungen bezeichnet haben.

Wir konnen nunmehr eine seit langem offene Frage wenigstens teilweise beantworten, ndm-
lich die Frage nach der geometrischen Bedeutung der Formvariablen a, b, ¢ bzw. a, b, ¢, d.
FaBt man

1) bei einer Geraden die Zahlen a, b zu einem Vektor = (g)

a
2) bei einer Ebene die Zahlen a, b und ¢ zu einem Vektor n= (b)
c
zusammen, so handelt es sich um einen Normalenvektor der Geraden bzw. der Ebene. Auf
die Frage nach der geometrischen Bedeutung des Absolutglieds ¢ bzw. d werden wir im
folgenden Abschnitt eingehen.

8. Der aufgezeigte Sachverhalt gestattet
zahlreiche Anwendungen. Wir erwdhnen die
Moglichkeit, den Abstand eines Punktes P,
von einer Ebene ¢ zu bestimmen, die durch
eine Gleichung in Normalenform gegeben
ist (Bild 9.12). Man ermittelt mit Hilfe des
Normalenvektors der Ebene diejenige Gera-
de g, die durch P, geht und auf der Ebene
senkrecht steht, und bestimmt dann den
Punkt P, in dem die Gerade g die Ebene ¢
schneidet. Die Entfernung der Punkte P,
und P, ist der gesuchte Abstand (Aufgaben
15 bis 17). Bild 9.12

Ubungen und Aufgaben

1. Bringe die Geradengleichung auf die Normalenform!
= 2 2 5 T -3 3, =l 4 5 =l
X_(—I)H(l) b X‘(o)“( 1) © X_( 4)“(0) N X_t( 1)

2. Ermittle eine Normalengleichung der durch eine Parametergleichung gegebenen Ebene ¢!

5 3 0 1 1 —1
a) i’=(—1)+r(0)+s< 3) b) i’=( 2 +r(~1>+s O)
2 2 —1 —17 0 l
2 1 1 -2 2 1
¢) X= (—1)+r(—1)+s(1 d X ( 3)+r<—1)+s( 2)
1 0 1 5 1 —1

a

~

If
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3. Ermittle die Gleichung der Geraden g durch die Punkte A und B in Parameter- und
Normalenform!

a) A(=1/0), BO[1) b) A(3[-2), B(O]4) ¢ A(2[1), B(-2[5) d) A(-=2[1), B(1|4)

4. Ermittle eine Normalengleichung fiir diejenige Gerade g, durch A, die auf der Geraden
g, senkrecht steht!

a) A(1]1); g, i’:(f))ﬂ (_i) b) A(50); g,: i’=<_?)+t(f)
¢) AQI0); g,: i'=((2))+t (_f) d) A(1]3); g, z=@)+t (_f)

5. Welche Besonderheit weist eine Normalengleichung fiir eine Gerade (eine Ebene) auf, die
durch den Nullpunkt geht?

6. Stelle eine Normalengleichung auf fiir die Gerade g, die durch den Punkt A geht und
den Normalenvektor 1 hat!

a) A(l]2); #= (f) b) A(l]-3); H=(_i) ) A(l]-1); ﬁ':(_:)

7. Ermittle eine Gleichung fiir die Gerade g, die durch den Punkt A geht und auf der
Ebene ¢ senkrecht steht!

a) AB|—-2|—-1); & 2x—3y+z=7 b) A(1|—-2/6); & —x+y—3z=2

8. Ermittle eine Normalengleichung der Ebene ¢, die durch den Punkt A verlduft und den
Normalenvektor 1 hat! Bestimme die Schnittpunkte der Ebene mit den Koordinatenach-
sen! Hat die Ebene eine besondere Lage?

—1 5 0
a) A(3J2/1); ﬁ:( 1) b) A(0]2]3); H=(4) ) A(—2|3]0); ﬁ:(-z)
2 0 1

9. Schreibe die folgenden Ebenengleichungen zunichst in allgemeiner Form, sodann in
vektorieller Normalenform! Beschreibe die Lage der Ebene, z.B. mit Hilfe der Schnitt-
punkte mit den Koordinatenachsen! Zeichnung!

a) z=—2x+8 b) y=4 c) y—x=4z—-4 d) 2y=6—(z+x)

10. Ermittle die Normalengleichung einer Geraden, die durch den Punkt A(2| —6) geht und
a) parallel zur x-Achse, b) senkrecht zur x-Achse,
c) senkrecht zur Winkelhalbierenden im I. Quadranten,
d) parallel zur Geraden zu 5x+2y=7 verlduft!

11. Ermittle eine Normalengleichung der Ebene durch den Punkt A(—4/1|3), die
a) parallel zur x-y-Ebene, b) senkrecht zur y-Achse,
c¢) parallel zur Ebene zu 2x —y —z=38, d) parallel zur Ebene zu y=x,

—d )
e) senkrecht zur Geraden zu i’:( 1) +t ( 3) verlduft!
3 4
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Ermittle die Normalengleichungen der Geraden, auf denen die Mittelsenkrechten und
die Hohen des Dreiecks ABC liegen !

a) A(0l4), B(=5[1), C(1]-4) b) A(60), B(—2[-5), C(-3|-4)

Lege durch jeden der Eckpunkte des Dreiecks ABC zwei Geraden: die eine parallel zur
gegeniiberliegenden Dreiecksseite, die andere senkrecht dazu. Ermittle Normalenglei-
chungen dieser Geraden und bestimme die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen!

a) A(—4|-3), B2|-1), C(2|-9) b) A(-4|1), B(-2|-5), C(0[1)
Ein Wiirfel mit der Kantenldnge 4 cm hat Kanten, die parallel zu den Koordinatenachsen
liegen. Ermittle Normalengleichungen der Ebenen, die durch den Eckpunkt P(4]4|4)

verlaufen und jeweils auf einer der Raumdiagonalen des Wiirfels senkrecht stehen!

Ermittle den Abstand des Punktes P, von der Ebene ¢!
a) Py(213]12); e x—y—z=3 b) Py(1|3]1); & x+2y—3z=12

Ermittle den Abstand der beiden Geraden g, und g,! Kontrolliere durch eine Zeichnung!
o 5 3 5 -3

%) &y x:(l)H (4); e X=(4)+r (—4)

b) g,: 2x—y=-1; g,: —2x+y=-9

Ermittle den Abstand der beiden Ebenen ¢, und ¢, !

a) g: 12x—4y+3z=7; &,: —12x+4y—-3z=19
1 1 0 =1 1 0
b) ¢.: X=[4]+r| -1 +s(2); €yt )_('=< 3>+r(—1>+s<2>
(1) ( 2) 1 2 2 1

Die Hessesche Normalenform von Geraden- und von
Ebenengleichungen

1. Im vorigen Abschnitt haben wir im Zusammenhang mit der Normalengleichung fiir
Geraden und fiir Ebenen

= = = =
X-n=X,-0

begriindet, daB die Koeffizienten in der allgemeinen

Geradengleichung ax+by=c | Ebenengleichung ax+by+cz=d

einen Normalenvektor der Geraden bzw. der Ebene bilden:

i= ;) ﬁ:(g).

C

Offen geblieben ist die Frage nach der geometrischen Bedeutung des Absolutgliedes ¢ bzw. d.
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Dieser Frage wollen wir jetzt nachgehen. Wir setzen voraus, dal diese Zahlen nichtnegativ
sind, daf also gilt c>0 bzw. d=>0. (Falls das Absolutglied zundchst negativ ist, multipliziert
man die Gleichung mit —1.) Der Vergleich mit der Normalenform zeigt, da

-

c=X,-0=|X,| [Tl cosa | d=X,-0=[X,| [Tl cosa

ist, wenn o die GroBe des Winkels zwischen X, und & bezeichnet (Bilder 9.13 und 9.14).

Bild 9.13 0 Bild 9.14

Dazu muBl die Orientierung des Normalenvektors fi allerdings so gewidhlt werden, daB
X, +1>0, also cosa>0 ist. Das ist immer dann der Fall, wenn — wie in den Bildern 9.13
und 9.14 — ein an einem Punkt der Geraden bzw. der Ebene angetragener Vertreter von
vom Nullpunkt wegweist. Aus diesem Grunde haben wir oben vorausgesetzt, daBl ¢>0 bzw.
d>0 sein soll. (Wenn die Gerade oder die Ebene durch den Nullpunkt geht, kommt es auf
die Orientierung von T nicht an, weil dann X, - 01=0 ist.)

Im rechtwinkligen Dreieck O PP, (Bilder 9.13 und 9.14) hat die Lange p der Kathete OP eine
einfache geometrische Bedeutung: sie gibt den Abstand der Geraden bzw. der Ebene vom
Nullpunkt an. Nun gilt:

cosoc=ql, also p=|X,|cosa
Xl

und somit
c=|n| p. | d=|1| p.

Wihlt man als Normalenvektor einen Einheitsvektor, also einen Vektor § mit |fi| =1, dann ist

c=p, | d=p,

d.h. das Absolutglied der Gleichung gibt in diesem Fall den Abstand der Geraden bzw. der
Ebene vom Nullpunkt des Koordinatensystems an.

Wir erinnern an unsere Vereinbarung, dafl wir unter dem ,,Abstand“ — zur Vereinfachung
der Sprechweise — nicht die Lidnge, sondern nur die MaBzahl dieser Liange verstehen.

2. In der Regel wird ein Normalenvektor @ nicht als Einheitsvektor gegeben sein. Dadurch,
daB man den Vektor @i durch seinen Betrag |fi| dividiert, erhdlt man einen Normaleneinheits-
vektor gleicher Richtung und gleicher Orientierung; denn es gilt:




§9, II. Die Hessesche Normalenform von Geraden- und von Ebenengleichungen 159

= «

Wir bezeichnen den zu einem Vektor & gehdrenden Einheitsvektor mit ,,€,“

-

: n s . .
Es ist also é’nzﬁ der zu o gehorende ,,Normaleneinheitsvektor*.
il
=

Dividiert man also eine Normalengleichung X - =X, - i durch |f|, so erhdlt man

d.7 g P
X*€ =Xy €,,

wobei X, -€, =p ist, also den Abstand der Geraden bzw. der Ebene vom Nullpunkt angibt.
Man nennt diese Gleichung die ,,Hessesche') Normalenform* (kurz: ,,Hesseform‘) der
Geraden- bzw. Ebenengleichung.

Wir fassen zusammen:

S$9.2  Ist eine Gerade (im R,) bzw. eine Ebene (im R;) durch einen Punkt P, mit dem
Ortsvektor X,, und durch einen Normaleneinheitsvektor €, festgelegt, so gilt fiir die
Ortsvektoren X aller Punkte von g bzw. ¢:

- =

X-€,=X,°€, (Hessesche Normalenform).

n

Ist die Orientierung von €, so gewihlt, daB X,-¢€ >0 ist, so gibt X, ‘€, den
Abstand p der Geraden bzw. der Ebene vom Nullpunkt an.

Beispiele: \Y

1) Eine Gerade g sei gegeben durch
A 5
X= ( 1) +t (3) (Bild 9.15).

Ein Normalenvektor der Geraden ist: 5

€n
A= ()
n= .
—4

Wegen [fi]=1/9+ 16=]/g: 5 lautet der Xo
zugehorige Normaleneinheitsvektor: 7;/ 3 5 4 1 5 X

s 3 )

€, =% (_4). Bild 9.15

—D 3
Ferner ist X,-€,= ( 1) -4 (_4) =1(-6-4H=-L=-2<0.

Dieser Normaleneinheitsvektor hat also die falsche Orientierung; wir wihlen statt dessen:

5 o gf B i3
en:—e“:—g 4 = 4 .

-2 -3
Dann gilt: )_(’O-E’r’l:( 1)%( 4):%(6+4)=15—0=2>0.

=

Somit lautet die Hesseform fiir die Gerade g: —%x+§y:2.
Der Abstand der Geraden vom Nullpunkt ist p=2.

') Ludwig Otto Hesse (1811 —1874); deutscher Mathematiker, der in Konigsberg, Heidelberg und
Miinchen lehrte.
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2) Eine Ebene ¢ sei gegeben durch den Punkt P,(1]—1|3) und den Normalenvektor

{3

Wegen |H|=1/4+1 +4=]/§=3 ist ein Normaleneinheitsvektor von &: é‘n=§ (— 1).
Ferner gilt:

1 2
Xo €= (—1) = 1 (—1):%(2+1+6)=§=3>0.
3 2

Mithin lautet die Hesseform fiir die Ebene ¢: 2x —y+2z=3.
Der Abstand der Ebene vom Nullpunkt ist also p=3.

3. Ist eine Geraden- oder eine Ebenengleichung in allgemeiner Form gegeben, so kann man
sie leicht in die Hesseform iiberfiihren. Wir behandeln ein

Beispiel :
Eine Ebene ist gegeben durch die Gleichung: —3x+y+4z=8.
-3 B ’ . §-8
Es ist i= 1| mit [|=1/9+1+ 16=]/26. Also ist E’nzl—/: 1 ]. Die Hesseform lautet:
26
4 4

1 4 8
— X+—y+—Z=—.
/26 1/26y V26 /26

8
Die Ebene hat vom Nullpunkt den Abstand p=l—/—_—z 1.57:
26

Ubungen und Aufgaben

1. Bringe die Gleichung der Geraden g auf die Hessesche Normalenform und ermittle den
Abstand der Geraden vom Nullpunkt!

a) G)i:m b) (f)&:zs <) (_li)~i'=—19,5 d) i’:(_;)+t (i)

€) i’z(_l;>+t(_1§> f) >_<’=(:Z)+t (_:) g) 3x—y—10=0

2. Bringe die Gleichung der Ebene ¢ jeweils auf die Hessesche Normalenform und ermittle
den Abstand der Ebene vom Nullpunkt!

12 1
a) ( 4).2: ~26 b) (—8)-i=9 ) 4x—7Ty—4z+18=0
3 —4

SR NE R NENY
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3. Ermittle die Hesseform der Ebene ¢ durch die Punkte A, B und C! Berechne jeweils den
Abstand der Ebene vom Nullpunkt und ihre Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen!
Ermittle mit deren Hilfe eine (andere) Parametergleichung der Ebene!

a) A(6(2|1), B(10]1]0), C(10|3]4) b) A(4|1]1), B(8|—3]—2), C(4]0]2)

4. Ermittle Gleichungen von drei Ebenen, die auf der Ebene zu 6x+2y+3z=18 senkrecht
stehen und vom Nullpunkt den Abstand p=6 haben!

5. Wie lauten die Gleichungen derjenigen beiden Geraden, die durch den Punkt A(—2[4)

gehen und vom Nullpunkt den Abstand p=2 haben? Kontrolliere das Ergebnis durch
eine Zeichnung!

M. Schnitt- und Winkelaufgaben

1. Schnitt einer Geraden mit einer Ebene

Wenn eine Ebene ¢ durch eine Normalengleichung und eine Gerade g (im R,) durch eine
Parametergleichung gegeben sind, kann ein etwaiger Schnittpunkt durch Einsetzen der
einzelnen Koordinaten der Geradengleichung in die Ebenengleichung bestimmt werden.

Beispiel :
—_— -1 2
1) Gegeben: Ebene ¢ durch 2x —3y+z=3 und Gerade g durch X= 2|+t —1].

Fiir die Koordinaten von X gilt also: k &

x=—142t, y=2—-t und z=1-2t.
Durch Einsetzen dieser Bedingungen in die Ebenengleichung erhélt man:
2(=142t)-3Q2—-t)+(1-21)=3
< —24+4t—6+3t+1-2t=3
< 5t=10 <« t=2. (~1 ) 3
Der Schnittpunkt ist also gegeben durch: X, = 2) +2 ( - 1) = ( 0).

1 -2 -3
Bemerkungen:

a) Da fiir den Schnittpunkt (DurchstoBpunkt) P, gilt y, =0, liegt er in der x-z-Ebene, in
der SeitenriBebene.

b) Mit Hilfe des Skalarproduktes kann man unabhidngig von der Berechnung des Schnitt-
punktes Aufschluf iiber die gegenseitige Lage von Gerade und Ebene erhalten. Fiir den
Normalenvektor 1 der Ebene und den Richtungsvektor @ der Gerade gilt ndmlich:

2 2
B.a=|-3]. —1]|=4+3-2=5=0.
i N2

Daher sind Gerade und Ebene nicht zueinander parallel, schneiden sich also in genau einem
Punkt.
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2 1
2) Gegeben: Ebene ¢ durch x+3y—z=4 und Gerade g durch X=|1 |+t —1
Durch Einsetzen in die Ebenengleichung erhélt man: 1 -2

2+t+3(1—t)—(1-2t)=4
< 24t+3-3t—142t=4 < 0-t+4=4.

Diese Gleichung ist allgemeingiiltig in t; jeder Parameterwert der Geraden erfiillt auch die
Ebenengleichung; dies bedeutet, daBl die Gerade g ganz in der Ebene ¢ liegt.
Bemerkung: Fiir den Normalenvektor § der Ebene und den Richtungsvektor @ der Gerade

gﬂt: 1 1
n.-d= 3]-1-1]=1-342=0.
—1 -2
Dies bedeutet, daB i L@ ist, Ebene und Gerade also zueinander parallel sind.
-3 1
3) Gegeben: Ebene ¢ durch x+3y—z=4 und Gerade g durch X= 1)+t —1
Durch Einsetzen in die Ebenengleichung erhilt man: 2 -2

{284+~ — 0= =4
< —3+t+3-3t—242t=4 < 0-t—2=4.

Diese Gleichung ist unerfiillbar in t; kein Parameterwert der Geraden erfiillt auch die
Ebenengleichung; dies bedeutet, daB3 die Gerade g parallel zur Ebene verlduft.
Bemerkung: Das Beispiel unterscheidet sich vom vorhergehenden nur durch den Ortsvektor

X, der Geraden. Es gilt also auch hier A-2=0. Dies bedeutet auch in diesem Fall, da3
Gerade und Ebene parallel zueinander verlaufen.

2. Schnitt zweier Ebenen

Zwei nichtparallele Ebenen ¢; und ¢, schneiden sich in einer Geraden g. Wie man die
Parametergleichungen fiir g ermitteln kann, haben wir schon in §7,1I (Seite 112) besprochen.
Wir erldutern ein anderes Verfahren an dem folgenden

Beispiel: Gegeben: ¢, durch 2x —y+3z=4; ¢, durchx+2y—z=1.

Die Normalenvektoren der beiden Ebenen

sind ) |
g,=(-1) und H,=| 2|
3 -1

Diese beiden Vektoren sind nicht kollinear;
dies bedeutet, dall die beiden Ebenen nicht
parallel sind, sich also in einer Geraden g
schneiden (Bild 9.16). Da 1, auf &, senk-
recht steht, steht i, auch auf der Schnittge-
raden senkrecht; ebenso steht #, auf e,,
also auch auf der Schnittgeraden senkrecht. Bild 9.16
Fir den Richtungsvektor @ der Geraden

mufB also gelten:

i,-a=0A1,-d=0, also 2a,—a,+3a,=0na,+2a,—a;=0.
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Dieses Gleichungssystem ist nicht eindeutig 16sbar; dies ist auch deshalb nicht moglich, weil
es auf die Linge des Richtungsvektors @ nicht ankommt. Wir kénnen also eine Koordinate
von 7 frei wihlen, z.B. a;=1. Dann ergibt sich

2a,— a,=-3 1-2 l-‘(—l) Sa,=-5 a,=-—1
= i .
A a;+2a,= 1§12 ASa,= 5§ Ana,= 1 {
Damit haben wir einen Richtungsvektor der Schnittgeraden von ¢, und ¢, gefunden: @= 1

1

Beachte: In diesem Fall ist es nicht sinnvoll, z.B. a;=0 zu wihlen; denn dann wiirde sich
auch a, =a, =0, also die triviale Losung und somit insgesamt der Nullvektor ergeben, der
als Richtungsvektor nicht verwendbar ist.

Um einen Punkt P, der Schnittgeraden zu ermitteln, wiahlen wir z.B. z=0. Dann bleibt:

2x— y=4 J.z l(~1)}©{ 5x= 9 { =
A X+2y=1 -1 -2 ASy=-2 ANy=—

9 9 -1
Somit gilt: 3?0:% —2|. Eine Gleichung der Geraden lautet also: X=1% [ —2 |+t 1).

wo Lo
G

5
0 0 1

Bestitige, daB sich durch Berechnung der Losungsmenge des urspriinglichen Gleichungssy-
stems eine Parametergleichung fiir dieselbe Gerade ergibt (Aufgabe 5)!

Bemerkungen :

1) Es ist nicht in jedem Fall moglich, z=0 zu wihlen. Wenn namlich die Schnittgerade
parallel zu der durch z=0 dargestellten Grundrilebene verlduft — ohne in dieser Ebene zu
liegen — gibt es keinen Punkt, der auf der Schnittgeraden und in der GrundriBebene liegt.

2) Die Bestimmung des Richtungsvektors @ aus den beiden Gleichungen @, -a=0 und
i,-&=0 ist ziemlich umstindlich. Mit Hilfe des in §10 einzufiihrenden Vektorproduktes
werden wir dies schneller durchfiihren konnen.

3) Ein Sonderfall liegt vor, wenn die Schnittgerade zwischen einer Ebene ¢ und einer
Koordinatenebene bestimmt werden soll; man spricht in diesem Fall von der ,,Spurgeraden®
der Ebene ¢ in der Koordinatenebene.

Beispiel :

Gegeben: ¢ durch 4x+2y+3z=6. V
Es soll die Spurgerade dieser Ebene in der 2
Grundrilebene, also der Ebene zu z=0, \
bestimmt werden. Durch Einsetzen dieser . .
Bedingung in die Ebenengleichung erhilt /

man: 4x+2y=6 < y=—-2x+3 / . \\.,{
Dies ist die Gleichung der Spurgeraden in 1 ' 3y
der GrundriBebene. Zur Darstellung der /

Ebene ermitteln wir noch den DurchstoB3- _—
punkt der z-Achse mit Hilfe der Bedingung

x=y=0: 3z=6 < z=2 (Bild 9.17). X Bild 9.17
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3. Winkel zwischen zwei Geraden

Wenn zwei Geraden sich schneiden, so schlieBen sie mehrere Winkel miteinander ein. Wir
miissen also zunédchst vereinbaren, was wir unter ,dem Winkel zwischen zwei Geraden®
verstehen wollen.

Am nichstliegenden ist es, unter dem ,,Winkel zwischen zwei Geraden g und h“ den
kleinsten Winkel zu verstehen, den zwei Halbgeraden von g und h miteinander bilden; das
ist in Bild 9.18 xa«. Dieser Winkel ist stets ein spitzer oder hochstens ein rechter Winkel.
Wir konnen die Grole dieses Winkels mit Hilfe des Skalarproduktes zweier Richtungsvekto-
ren @ und b der beiden Geraden berechnen.

1) Gilt E"E)>0, so ist der Winkel zwischen den Geraden g und h zugleich der Winkel,
den die beiden Vektoren @ und b einschlieBen (Bild 9.19). Es gilt dann:
=y T =2 * B
a-b=|al|b|cosa = cosa=——.
&l bl

]

2) Gilt -b<0, so schlieBen @ und b einen stumpfen Winkel % ein (Bild 9.20). Die
gesuchte WinkelgroBe o erhilt dann dadurch, da man zB. @ durch —& oder b durch —b
ersetzt:

a-b
=TT ; denn dann gilt cosa>0.
a

I
1
=

Bild 9.18 Bild 9.19 Bild 9.20

3) Gilt §-B=0, so stehen die Richtungsvektoren @ und b und somit auch die Geraden g
und h aufeinander senkrecht.

Man kann alle drei Fille zusammenfassen in der Formel:

™|
=)

cosa=

bl|

2 2 2 1
Beispiel: Gegeben: g durch i:( 2) +r < 1) ; hdurch X= ( 2) +s ( —2).
-3 —1 -3 2

Da die gegebenen Ortsvektoren iibereinstimmen, schneiden sich die Geraden im Punkt
Po(212]-3).

2 1
Es gilt: a*-B’:( 1>.<—2>=2—2—2=—2; 12=1/6; |bl=1/9=3;

-1 2

X

2
mithin ergibt sich: cosa= = = a=xT742°
6

—3
A
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Sind zwei Geraden g, und g, (im R,) durch Normalengleichungen gegeben, so bestimmt
man die GroBe des Winkels zwischen den beiden Normalenvektoren fi, und i, ; denn dieser
Winkel ist maBgleich mit einem der beiden nicht iiberstumpfen Winkel zwischen g, und g,.
Die moglichen Fille (Bilder 9.21 und 9.22) werden wiederum erfaf3t durch die Formel

= o
n,°n,
= ==

[ny | | ’

cos L= Bild 9.23

91 92

2 1 o/ 1 2 3\5 X
-
Bild 9.21 Bild 9.22 92

el ~2

Beispiel: Gegeben: g, durch 3x—y=1; g, durch x+y=3 (Bild 9.23)
. 3 o 1 e p 3\ /1
Es gilt: n1=(_1); n2=(1), also n1~n2=(_1)-(1)=3—1=2
und |0,|=1/10; |ﬁ’2|=]/§. Daraus ergibt sich:

cosa= = a~x634°.

2 \_ 1
Vioy2l /s
4. Winkel zwischen Geraden und Ebenen

Unter dem ,,Winkel zwischen einer Geraden g und einer Ebene £ versteht man den %o, den
die Gerade mit ihrer senkrechten Projektion auf die Ebene einschlieBt (Bilder 9.24 und 9.25).

-,
o}
=

Bild 9.24 g 9 Bild 9.25

Sind die Gerade durch eine Parametergleichung X=X,+td und die Ebene durch eine
Normalengleichung X-0=p gegeben, so kann man die GroBe dieses Winkels ebenfalls mit
Hilfe des Skalarproduktes der Vektoren @ und 1 bestimmen. Weisen die Vektoren @ und & in
denselben Halbraum von ¢ (Bild 9.24), so ist % f zwischen @ und 1 der Komplementwinkel

=5

N
=,

des gesuchten Winkels ¥ «, in diesem Falle gilt also: cos f=sin(90° —f)=sina =

=i

a

il

Weisen @ und 1 in entgegengesetzte Halbrdume von ¢ (Bild 9.25), so kann man z.B. & durch
—T1 ersetzen.

- =
a-'n

Beide Fille kann man wiederum zusammenfassen in der Formel sina= 131111
al |n
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Beispiele: _1 2
1) Gegeben: ¢ durch 2x—3y+z=3; g durch 7(’=( 2)+t(—1 :
1 -2

Die Ebene und die Gerade schneiden sich im Punkt P,(3|0| —3) (vergleiche Seite 161!).

2 2 2 2
Fir @a=( —1| und a=| -3 | gilt: @.-05=| -1 |- =3 |=4+3-2=5;
-2 1 -2 i

e N e A . s . 5
|a|=]/9=3 und |n|=]/14. Daraus ergibt sich: sina=——= = ax26,5°
; 314
2 1
2) Gesucht ist die GroBe des Winkels, den die Gerade zu X=| —1 |+t 3 | mit der
x-y-Ebene (AufriBebene) einschlieB3t. 3 —1

1 1 1
Ein Normalenvektor der y-z-Ebene ist: H:(O). Also gilt: 2- H=( 3) . (O) =1:
0 -1 0

[f|=1 und 15’[:]/H. Daraus ergibt sich:

1
sinae=—— = a~x17,5°.

5. Winkel zwischen zwei Ebenen

Wie bei Geraden wollen wir auch bei sich
schneidenden Ebenen vereinbaren, dal wir

unter dem ,,Winkel zwischen zwei Ebenen
stets den kleinsten Winkel verstehen wollen,
den die Ebenen einschlieBen (Bild 9.26).
Sind die Ebenen durch Normalengleichun-
gen gegeben, so erhdlt man die GroBe die- Bild 9.26

ses Winkels — wie bei Geraden — mit

Hilfe des Skalarproduktes der beiden Normalenvektoren fi; und 11, nach der Formel

— e
n, 'n,
cosa=

[y | 0|

Beispiel: Gegeben: ¢, durch 2x—y+3z=4; ¢, durchx+2y—-z=1

2 1
Da die Normalenvektoren @, = —1 | und f,=( 2| nicht kollinear sind, schneiden sich
die Ebenen in einer Geraden. 3 -1

3 -]

2 1
Es gilt: ﬁ1-52=<—1)~< 2):2—2—3:-3; |#,|=)/14 und |&,|=1/6.

Daraus ergibt sich: cosa=

-3 3
—|=——— = a~x70,9°.
1/141/6,

2721
Bemerkung: Sind die Ebenen in Parameterform gegeben, so formt man die Gleichungen in
die Normalengleichungen um.
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Ubungen und Aufgaben

1. Untersuche, ob sich die Gerade g und die Ebene ¢ schneiden! Berechne gegebenenfalls
die Koordinaten des Schnittpunktes S und seine Entfernung vom Nullpunkt!

= 3 —4 6 3 2
a) g i’=(—1)+t<—2) b) g: i’:( 4>+t<—3) ¢) g i=<4)+t( 1)
-1 1 0 1 5 —1

e 2x—4y+z=16 e 5x—y+3z=12 &g —x+y—z+4=0
- A(=1]1]-2) L1 i
d) g: x=( —-1|+t|2 e) g: B(1]2/0) f) g x=| -2 |+t -3
1 1 ( 3 1

e 4x—-3y—-2z-12=0 & —x+5y+3z=18 e: 5x4+2z=19

2. Zeige, daBl Gerade g und Ebene ¢ aufeinander senkrecht stehen! Berechne die Koordina-
ten des Schnittpunktes zwischen g und ¢!

a) g: X= §)+t<—i> b) g:{g(llilgl)B c) g =<—§)+t<—;)
= 2 (28~ 4 -3

gl X=~y+2z=2 e 3x—4y+2z=22 g: x—5y+3z=-30

>l

3. Ermittle die Koordinaten des Schnittpunktes zwischen Gerade und Ebene und berechne
die GroBe des Schnittwinkels!

1 2 -1 -3 -7 4
a) g: i=<5)+t (—-2) b) g: i=<—1)+t(—4> ¢) g i'=( 4)—H( 0)
2 1 8 12 14 -3

g 6x+4+3y—2z=21 e 8x—y+4z=-3 e 14x+5y—2z=18
5 3 5
d) g:X=| 0]+t| -2 e) g: X=t| -2 f) g: A(—1]2]0), B(0|5]1)
=1 1 1
& S5x+2y—z=14 & x+y+z=8 g 2x—z=8

4. Berechne die Koordinaten der Spurpunkte der Geraden g in den drei Koordinatenebe-

nen! -2 —6 5 5
a) g: A(1]0]2), B(0]2]|1) b) g: 520:( 0) ; Ez( 2) ¢) g ?=(1>+t(—2>
3 1 3 1

5. Im Lehrtext wird unter 2. eine Parametergleichung fiir die Schnittgerade der beiden
Ebenen zu 2x—y+3z=4 und x+2y—z=1 ermittelt. Zeige, daB} sich durch Berechnung
der Losungsmenge des zugehorigen Gleichungssystems nach dem GauBverfahren eine
Parametergleichung fiir dieselbe Gerade ergibt!

6. Zeige, daB sich die Ebenen ¢, und ¢, schneiden!
a) &,: —4x+2y+3z=—-11 b) ¢;: x—2y+3z=4 ¢) &: 2x+y—3z= 13
g0 4x43y+2z= 1 & 2x+ y— z=5 &y 3x+y+2z=-1
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7. Ermittle fiir die Ebene ¢ die Spurgeraden (Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen)
und die Koordinaten der Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen! Stelle fiir die
ermittelten Spurgeraden je eine Normalengleichung und eine Parametergleichung auf!

a) 3x—2y—4z=12 b) 3x—z=3 c) y—2x=4 d) 4x—-3y+6z=12

8. Die Punkte A, B und C bestimmen eine Ebene ¢ und die Punkte D und E eine Gerade
g. Berechne den Schnittpunkt zwischen g und ¢, die Spurpunkte der Geraden und die
Spurgeraden der Ebene!

a) A(3|011), B(3]2]2), C(112|2), D(5]4]=1), E(5/4|4)
b) A(0|2]6), B(4]4]6), C(4|2]2), D(8]| —2|10), E(8|8]10)

9. Berechne die Grofle des Winkels zwischen den beiden Geraden g, und g,!

I N (M I

e I P R

10. Berechne Schnittpunkt und GroBe des Schnittwinkels der Geraden g, und g,!
a) g.: 3x—y=24; g,: x—2y=3 b) g,: 12x—5y=9; g,: 4x+3y=17

11. Berechne die GroBen der Winkel, die die Gerade g mit den drei Koordinatenebenen
einschlieBt!

g 5 5
a) g 2:(4) +t(-3> b) g: F{:t(—7) ) g A(l]—1|2), B(5]2|-3)
1 1 3

%

12. Ermittle von den Ebenen ¢, und ¢, die Spurgeraden, die Schnittgerade und die GroBe
ihres Schnittwinkels!

a) g1 —x+y+z=4 b) ¢,: 3x—3y+z=6 c) &0 2y+ z= 5
g0 X+y+z=28 &0 3x4+3y+z=6 g5t 4x—=3z=15

13. Berechne die GroBe des von den Ebenen ¢, und ¢, eingeschlossenen Winkels!

5 1 1 2 2 1

a) 81:§:<—1>+r<1>+s< 1) b) sl:f:(—l>+r( 1)+s<
0 1 1 I —1 I
3 1 2 4 -3 2

£, i—( 2)+t(0>+v( 0) €y ?z(O)—H( 1>+v ~2>
-7 l 1 S 2 1
A(3|12|-1), 2 & 3
) &1 {B(3[4[1), d) ¢;: f:( 3)+r(1)+s( 0
C(413]-1) —4 2 -1

4

SRR

0

D(5114), 3
&, 3 E(5]1—-2/3), gy X=| —1|+t|4|+v

F(6]1]5)
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V. Abstandsaufgaben (Projektionsverfahren)

Am Ende des I. Abschnittes haben wir erldutert, wie man den Abstand eines Punktes P, von
einer Ebene ¢ mit Hilfe der Geraden durch den Punkt P, bestimmen kann, die auf der Ebene
senkrecht steht. Grundsitzlich ist dieses Verfahren auch bei anderen Abstandsaufgaben
anwendbar. Mit Hilfe der Hesseform lassen sich viele Abstandsaufgaben aber bedeutend
einfacher und schneller 19sen.

Beachte, daB wir hier unter dem ,,Abstand‘ keine Linge, sondern eine nichtnegative Zahl
verstehen!

1. Abstand Punkt— Gerade im R, bzw. Punkt—Ebene im R,

Gegeben seien ein Punkt P, durch seinen Ortsvektor X, und eine Gerade g (bzw. eine Ebene ¢)
durch die Hessesche Normalenform X-€,=X,-€,=p. Die Bilder 9.27 und 9.28 zeigen (fiir
den Fall einer Geraden), da3 man den gesuchten Abstand d leicht ermitteln kann, wenn man
durch den Punkt P, eine zu g (bzw. zu ¢) parallele Gerade g, (bzw. Ebene ¢,) gelegt denkt.

Bild 9.27 Bild 9.28
Es sind zwei Fille zu untersuchen, je nachdem, ob der Punkt P, — vom Nullpunkt aus
gesehen — ,jenseits” oder ,diesseits” der Geraden (Ebene) liegt.

1) Im Falle von Bild 9.27 gilt:

- = = (

X,-€,=p; und p+d=p,, also d=p,—p=X,-8,—X, €,=(X;—X,)-&,.

2) Im Falle von Bild 9.28 gilt:

— —

X,-(—€)=p; und d=p+p,, also d=p+p,=X%,-€,—X; €, =F,—X;)-€,.
Wir fassen die beiden Fille zusammen in der Formel:
d=|(X,—X,) * €,|.

Die Giiltigkeit dieser Formel kann man auch unmittelbar den Bildern 9.27 und 9.28 entneh-
men. Man erhilt den Abstand des Punktes P, von der Geraden g (bzw. der Ebene ¢) ndmlich
dadurch, daB man den Verbindungsvektor X; —X, in die Normalenrichtung der Geraden
(bzw. der Ebene) hineinprojiziert. Diese Projektion ist im Falle von Bild 9.27 unmittelbar
gegeben durch das Skalarprodukt (X; —X,) - €,, weil [€,|=1 ist; also gilt: d=(X; —X,)-¢,.

Im Falle von Bild 9.28 hat man die Orientierung der Vektoren zu beriicksichtigen; in diesem
Falle gilt: d= —(X, —X,)-¢,.
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Beide Fille kann man zusammenfassen in der Formel:
— — —
d=|X; —X) - €,l.

Bild 9.29 zeigt den Sachverhalt fiir den Abstand eines Punktes P, von einer Ebene ¢. Wir
nennen dieses Verfahren zur Bestimmung eines Abstandes das ,,Projektionsverfahren.

Beispiele:
-3
1) Zu berechnen ist der Abstand des Punktes P, zu ?('1:( 2) von der Geraden g, die
0 3 —
durch die Vektoren X,= (3) und A= (2) gegeben ist (Bild 9.30). Es gilt: |#]=1/9+4=1/13

1 /3 =3 0 —3 .
]/_173 <2> Ferner ist: X, —X,= ( 2) - (3): (_1). Also gilt:

d=|®, —i’o)-é’niz} (:3) L (3)’=i|—9—'2[=—z3,05.

und somit €, =

1/ /13 \2/1 /13
LY AY
5 M -
n
(¢ 4
d MR .
s X2 Xp
P, X17Xo2 2
% 19 \ % &
+ d + -
—4 -3 —2 —1 - 1 J3 4 5 x
71_ _1 g
9 g ;
Bild 9.29 Bild 9.30 Bild 9.31

4
2) Wir bestimmen nun den Abstand des Punktes P, zu X, = ( 1) von der gleichen Geraden

4 (0 4
wie in Beispiel 1) (Bild 9.31). Es gilt: X, —X,= (1) - (3) = (_2>. Somit ergibt sich:

a1 73 1 8
d=|(>‘<’2—?o)-é’“|=}( )'(>'=—|12—4|=—z2,22.

2/ 13 2] /13 V13
3
3) Zu berechnen ist der Abstand des Punktes P, zu X,=( —1 | von der Ebene ¢, die durch
2

0 -1
die Vektoren X, = (2) und o= ( 2) gegeben ist.
0 =3

3 0 3
Es gilt [0]=1/1+4+9=1/14 und §1—§0=<—1)—(2>:<—3). Also ist
2 0

Sl 2

1 15
:7|—34646|:—%4,01.

Vs Vs

d=
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Bemerkung: Man kann den Abstand eines Punktes P, von einer Geraden g (bzw. einer
Ebene ¢) auch unmittelbar aus der Hesseform gewinnen, wenn man statt X-€,=X,-¢,

schreibt:
- = — - =
X-€ —X,-¢,=0, also X:-¢,—p=0.

Dabei ist die Orientierung von €, so zu wihlen, dafl p>0 ist.
Setzt man nun in X die Koordinaten von P, ein, so erhdlt man — evtl. bis auf das Vor-
zeichen — bereits den gesuchten Abstand. Fiir die Zahl q mit
q=%,-€—p
sind drei Fille zu unterscheiden:

1) Ist g>0, so liegt P, vom Nullpunkt aus gesehen, ,jenseits“ der Geraden (bzw. der Ebene)
(Bild 9.27) und es gilt: d=q;

2) ist q=0, so liegt P, auf der Geraden (bzw. in der Ebene);
3) ist q<0, so liegt P,, vom Nullpunkt aus gesehen, ,diesseits“ der Geraden (bzw. der
Ebene) (Bild 9.28) und es gilt: d= —q,
in jedem Falle also d=|q|=|X, - €,—pl.
Beispiel: Gegeben: P,(1|—3|1) und ¢ durch 2x —S5y+z= —2.
Um die Bedingung p>0 zu erfiillen, ist die Gleichung mit —1 zu multiplizieren:
—2x+5y—z=2;
il

dann ist = 5|, also ]H|=]/4+25+ 1 =1/% Die Hesseform der Ebenengleichung lautet
also: -1

1
—(—2x+5y-z-2)=0.
/30
Wir setzen die Koordinaten von P, in die Gleichung ein und erhalten:

1 20 20
——(=2:145-(-3)—-1-2)= ——<0; also ist d=——~3,65;

V30 V30 V30

der Punkt P, liegt — vom Nullpunkt aus gesehen — ,diesseits” der Ebene.

2. Abstand paralleler Geraden und paralleler Ebenen

Mit dem gleichen Verfahren kann auch der Abstand zweier paralleler Geraden g, und g, (im
R,) und zweier paralleler Ebenen ¢, und &, berechnet werden. Man hat jeweils einen
Verbindungsvektor zwischen beliebigen Punkten der beiden Geraden (bzw. Ebenen) in die
gemeinsame Normalenrichtung der beiden Geraden (bzw. Ebenen) zu projizieren; es gilt:

d=|®,—%,) - &,.

Beispiel: Gegeben: ¢, durch 2x—3y+5z=—2; ¢, durch —4x+6y—10z=28.

2 —4
Fiir die Normalenvektoren @, = (—3) und o, = ( 6) gilt ©,=—21,, daher sind die
Ebenen parallel. 5 —10
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2
— 1
Es ist |ﬁ1|=]/4+9+25:]/38; also ist €, =—— (—3).
5

V38

—1 -2
Ein Punkt P, von ¢, ist gegeben durch X, —( 0), ein Punkt P, von ¢, durch ;_('2=( 0).
=2 —1 —1 0 0
Es gilt X, —X, = ( 0) - ( O) :< 0) und somit
0 0 0

-1
d=IX, -%.)-¢ ——=0,324.
|(Xz X1) em| ( ) ]/38( 5) 1]/38‘ ]/38

3. Abstand einer Geraden von einer dazu parallelen Ebene

3 i
Beispiel: g: X= 1>+t<2>; e x—y—3z=4.

-1 1

Wir weisen die Parallelitit von Gerade und Ebene nach, indem wir zeigen, daBl der Rich-
tungsvektor @ der Geraden auf dem Normalenvektor i der Ebene senkrecht steht:

1 1
a-n=|-2 -(—1 =142-3=0. o
€, €
1 -3 >

Wir konnen also auch hier einen beliebigen
Verbindungsvektor X, —X, zwischen Ebene
und Gerade in die gemeinsame Normalen-
richtung projizieren:

d=|(X,—%,) €| (Bild 9.32).

Nun ist H=1/1+1+9=]/ﬁ, also

i 1
-~ . | Bild 9.32
V1 3

Ein Punkt P, von ¢ ist gegeben durch

1+1—3

Y11

1
‘ —=0,302.
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Ubungen und Aufgaben

10.

. Berechne jeweils die Entfernungen der folgenden Punkte voneinander!

a) A(2|-2[1), B(4|-4[2)  b) C(3|-3[-1), D(4|5[3)  ¢) E(5|—-1/0), F(7|5]3)

. Berechne den Abstand der Punkte A, B und C von der Geraden g!

a) g: 3x—4y= 20; A(6/—3), B(O|-2), C(10/0)
b) g: 24x—7y=100; A(10(5), B(4[8), C(0|-5)

. Ein Punkt P,(x,|y,) habe von der Geraden g den Abstand d. Berechne die fehlende

Koordinate von P, !

a) P, (3ly,); g: 3x+4y=5; d=4 b) P (x,I8); g: —6x—8y=—10; d=9
¢) Pi(x,|—6); g:4x—3y=10; d=8 d) P,(2ly,); g —4x+3y=-10; d=2
. Ermittle die Lingen der Hohen im Dreieck ABC mit A(—7|6), B(—2| —4) und C(7|8)!

. Berechne den Abstand des Punktes P; von der Ebene ¢!

a) ¢ 6x+2y—3z=7; P,(2|5|-2) b) e: 2x—y+2z=9; P,(9]—6/6)

2 5 0 1
¢) e: X’-( 1)=9; P, (12]5]1) d) ¢ Y=(—4)+r<2)+s( 0); P, (8] —1/5)
-2 2 1 -1

. Welchen Abstand hat der Punkt C von der Geraden durch A und B?

a) A(7|2), B(21|-5), C(8|9) b) A(2]9), B(2|14), C(—1|0)

. Die Ortsvektoren X,, X, und X, bestimmen ein Dreieck P, P,P,. Berechne die Lingen

der Lote, die vom Schwerpunkt S des Dreiecks auf die Dreiecksseiten geféllt werden und
die Lingen der Hohen des Dreiecks!

oim( ae() (Y v ae( ne 0o

. Ermittle zeichnerisch diejenigen Geraden durch den Punkt A, die vom Punkt B den

Abstand d haben! Stelle die Gleichungen dieser Geraden auf!
a) A(716), B(2]8); d=5 b) A(—1[2), B(4|—6); d=8

. Zeige, dall die Geraden g, und g, parallel sind! Ermittle thren Abstand! Bestdtige das

Ergebnis durch eine Zeichnung!

5 -3 12
a) g,: X= (O>+t( 4) b) g,: )‘(( 5>=17 €) g0 —2x+3y=9

- 4 -5 o (-1 3
g, 8x+6y=25 g, x=(_1)+t( 12) g, x=(_2>+t (2)

Ermittle Normalengleichungen fiir die Geraden, die zur Geraden g parallel sind und
von ihr den Abstand d haben! Wie viele Losungen gibt es? Bestimme auch je eine
Parametergleichung fiir die Geraden!

4 —4
a) 12x+5y=26; d=4 b) i’=(2>+t( 3); d=5
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11.

12.

13.

V.

Zeige, daB die Ebenen ¢, und ¢, parallel sind! Ermittle ihren Abstand!
a) g;: —16x—2y+8z=-23 b) ¢;: —2x43y+6z=15

SETEE R

6 4 0
c) & i’=<1)+r(1)+s(l) d) g, 2x+2y—z=5
i 0 3 4 1 0
&y 3x—12y+4z=38 & x=< 5)+r(—1)+s(1)
—2 0 2

Priife jeweils, ob die Gerade g zur Ebene ¢ parallel ist und berechne gegebenenfalls den
Abstand zwischen Gerade und Ebene!

5 1 1 3 5 1
a) g: §:<—3)+t(0) b) g: Y:<*l)+t(—3) c) g: x=(—l)+t(1)
4 2 3 —1 -3 4

e 6x—2y—3z=10 e x—Ty+24z=5 e 8x—4y—z=11
5 2 0 1 2 2
d) g: X=[ —1]+t| —1 e) g: X,=| 4], 2= 1 f) g X=| 1]+t -2
2 1 -1 -2 -3 -1

& —x+y+z=-4 e 3x—y+z=—-4 e 3x—2y+z=1

Ermittle in dem Tetraeder ABCD die Linge der von D ausgehenden Korperhohe!
a) A(0[0]0), B(2[1]3), C(2]1|—1), D(1]6]2)
b) A(0[0]0), B(—2[4]2), C(6]4]2), D(4|2]12)

Abstandsaufgaben (LotfuBpunktverfahren)

Das Projektionsverfahren ist zur Berechnung von Abstinden nur dann geeignet, wenn zu
dem betreffenden Gebilde eine eindeutig bestimmte Normalenrichtung existiert; dies ist z.B.
bei Geraden im Rj nicht der Fall. Daher mul man bei solchen Problemen ein anderes
Verfahren anwenden.

1. Abstand Punkt— Gerade im R,

Gegeben sei ein Punkt P, durch den Orts-
vektor X, und eine Gerade g durch den
Ortsvektor X, und den Richtungsvektor @
(Bild 9.33).

Man erhidlt den Abstand des Punktes P,
von g dadurch, da man von P, das Lot
auf g fdllt; der Abstand d ist also leicht zu
ermitteln, wenn man den FuBpunkt F die-
ses Lotes kennt; den Ortsvektor zu diesem

LotfuBpunkt bezeichnen wir mit Xj. Bild 9.33
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Als Bedingung fiir X konnen wir die Tatsache verwenden, daBl der Vektor 8:21 —Xg auf der
Geraden, also auch auf @ senkrecht steht: d - @=0. Fiir den Parameterwert t des LotfuBpunk-
tes gilt: Xp =X, + 4, also d=(X, —X,)—t@ und somit:

d-3=0 = [, —%,) —t&]-3=0
= (X;—Xp)-a=t
a-a

Daraus lassen sich Xz und d und mithin auch d=|H| bestimmen.

2 -1
Beispiel: Gegeben: P (1| —3|—3) und g durch X,= 1| und é’:( 3.

—3 1
1 % -1 T |

Bsgilt: %, —-%,=(-3|—( 1]|=|-4]; ® —%)-3=(-4|| 3]|=1-12=-11;
~3 \~38 0 0 1

. =i

a-da=1+9+1=11. Also ist tp=

A

-1 3
Der FuBpunkt ist also gegeben durch: Xp= 1J=1 3= ( —2).

- 1) \-4
1 3 —2
Ferner ist d=%X, —Xp=| -3 |- -2]={ -1
. 1

2. Abstand paralleler Geraden im R,

Da parallele Geraden g, und g, iiberall
denselben Abstand haben, braucht man nur
den Abstand eines Punktes auf g, oder auf
g, von der anderen Geraden nach dem un-
ter 1. beschriebenen Verfahren zu bestim-
men (Bild 9.34).

0 Bild 9.34
3. Abstand windschiefer Geraden

Sind zwei Geraden g und h mit nichtkollinearen Richtungsvektoren @ und b gegeben, so
konnen diese Geraden windschief sein oder sich in einem Punkte schneiden. Da bereits die
kiirzeste Verbindungsstrecke zwischen einem Punkt und einer Geraden auf der Geraden
senkrecht steht, ist es plausibel, daB eine Strecke nur dann die kiirzeste Verbindung zwischen
zwel windschiefen Geraden sein kann, wenn sie auf beiden Geraden senkrecht steht. Es ist
aber nicht von vorneherein sicher, dafl es iiberhaupt eine solche Verbindungsstrecke gibt und
auch nicht, ob es nur eine solche Strecke gibt, die auf beiden Geraden senkrecht steht. Wir
konnen aber versuchen, zwei Punkte G auf g und H auf h so zu bestimmen, daB die Strecke
GH auf g und auf h senkrecht steht. Es wird sich dann herausstellen, ob es eine solche
Strecke gibt und ob sie eindeutig bestimmt ist.
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Zwei Geraden g und h seien durch ihre Parametergleichungen gegeben:
X=%,+rd und X=%,+sb (Bild 9.35).

Die Bedingung fiir den Verbindungsvektor
der beiden LotfuBpunkte G und H

d=%,—%¢
lautet: d-3=0Ad-b=0.

Fiir die Parameterwerte r und s der beiden
LotfuBpunkte gilt dann:

- - - — - g
X;=X,+ra und Xy=X,+sb .
Gl H Bild 9.35
= =
und somit d=X,—X;=X,—X, —ra+sb.

Aus d-7=0 A d-b=0 ergibt sich also:
®,~X,)-a—1@ D) +s(b-7)=0
A 6(2—i’l)-g—r(i’.g)+5(g.g)=o_

Man kann zeigen, daB dieses Gleichungssystem eine eindeutige Losung fiir r und fiir s hat,
wenn @ und b nicht kollinear sind. Auf einen Beweis wollen wir hier verzichten und uns mit
einem Beispiel begniigen.

1 1 14 2
Gegeben: gdurch®,=(—-3|; @&=( 2|undhdurchX,=( 4|; b=[ -3|.
2 —3 3 0
14 1 13
Es gilt: X,-X,= —=-3)1=| 71;
3 2 1
13 1 13 2
®,—%)-3=| 7|-| 2|=13+14-3=24; ®,-%)-0=| 7| =3]|=26-21=5;
1 -3 1 0

1 g
a-7=1+4+9=14; a‘-B:( 2)-(—3):2~6=—4; b-b=4+9=13.
- 0

SN

Also lautet das Gleichungssystem:

24—14r— 4s=0 Tr+ 2s= 12 ) 13 1-4
<~
A S5+ 4r+13s=0 Adr+13s=-5 [-(=2) |-(—=7)

83r =166 r= 2
<> <>
A —83s= 83 As=—1

Die FuBpunkte sind also gegeben durch:

L = 6149

12 3\ /9
Somit gilt: a’:zﬂ_zgz( 7)—( 1>=(6) und d=|d|=1/81+36+49=1/166~129.
3 —~&f 3
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Bemerkung: Wenn man vergessen hat, die beiden Richtungsvektoren @ und b auf Kollineari-
tdt zu iberpriifen und das geschilderte Verfahren auf parallele Geraden anwendet, so kann
man trotzdem zum Ziel kommen.

Beispiel :

2 1 1 -2 —1
Fir X,=|-1]; d=(-2]; X,=( 3| und b=| 4| git: X,-X,=( 4|;
2 1 -1 -2 -3
6

X,-%,)-d=—-12; (%,-%,)-b=24; @.8=6; a-b=—12 und b-b=24.

Das Gleichungssystem lautet also:
—12— 6r—12s=0 r+2s=-2
< .
A 24+12r+245=0 r+2s=-2
Das Gleichungssystem ist nicht eindeutig 16sbar; eine mogliche Losung ist z.B. r=0 A s= —1.
Fiir diese beiden Parameterwerte ergibt sich:

2 1 -2 3
Xg=X,+0a=| —1|; Xy=X,—b= 3= 4l=| =11,
2 —1 -2 1

3 2 1
Aus 8:21{—26:(—1)—(—1):( 0) ergibt sich: d=|d|=7/2.

1 2 -1
Ermittle weitere Losungen des obigen Gleichungssystems und zeige, dall man dann ebenfalls
zum gleichen Ergebnis kommt (Aufgabe 5)!

Ubungen und Aufgaben

1. Berechne den Abstand des Punktes P, von der Geraden g!

6 1 1 0 1
a) )_('1=(~5>; g: i’=<0)+t<—l) b) P,(30|—4); g: i’z( 2)+t(—4)
0 2 —4 -1 —1
4 1 -1 -3
c) i’l:(—l); g: §:<1>+t( 2) d) P,(5/0|-1); g: §=t< 2)
12 1 2 3

2. Gegeben ist ein Dreieck ABC. Berechne die Langen seiner Hohen!
a) A(1|0]1), B(2]0]1), C(4]—1|3) b) A(2|3]-7), B(4]3]-5), C(1|0]-2)

3. Von einem Rhombus ABCD sind die Punkte A, B und C gegeben. Ermittle die Koordi-
naten des vierten Punktes D! Berechne die Lidngen seiner Diagonalen und der Lote von
den Endpunkten auf die gegeniiberliegenden Seiten !

a) A(4/0]0), B(0|5]1), C(4]10]0) b) A(1]0[1), B(4]0]1), C(3]2]2)
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4. Berechne den Abstand der Geraden g, und g,!

4 -1 —1 2 1 1
a) g,: i’z(—l)%—t( 2) b) g,: ?:( 2)+t(—2) c) g i=(4>+t<1)
3 1 —4 3 2 3

3 3 3 1 =
g, f=(0)+s(—6) g5 5{:(—4)+s(0> o i’=s(—1)
8 -3 1 2 -3
d) g, A(2[—1]3), B,(51017) e gt A (4l111),  By(3[-2/2)
821 Ay(—1]—4]0), B,(2| —3]4) 820 Ay(0[—2|-2), By(1|-3]-4)

3 -3 0 -2 2

f) g,: §=<—1)+t( 4) g g, i’=<—2)+t( 6) h) g,: X t(4)
2 0 0 5 1

6 1 1 —1

g,: iz( 0)+s<0) &, i’:( )+s(1) g, X ( )+s< 3)
-3 4 2 2

5. Ermittle weitere Losungen des Gleichungssystems von Seite 177 und mit Hilfe dieser
Losungen den Abstand der beiden Geraden g und h!

w o o
Il
w o o

VI. Ubergreifende Aufgaben

1. Durch die drei Punkte A(3|2|3), B(2|4|5), C(0|5|3) sei ein Parallelogramm mit den
Seiten AB und BC festgelegt.
a) Ermittle den vierten Eckpunkt D des Parallelogramms!
b) Berechne die Liangen der Seiten und die GroBen der Innenwinkel!
¢) Ermittle den Diagonalenschnittpunkt und die Ldngen der Diagonalen!
d) Berechne die FlichenmaBzahl des Parallelogramms!

2. Das Dreieck ABC sei durch A(—1]0), B(4| —1), C(1]5) gegeben.
a) Berechne den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden!
b) Berechne den Schnittpunkt der Hohen!
¢) Berechne den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten!
d) Zeige, daB die genannten Schnittpunkte auf einer Geraden liegen und ermittle eine
Parametergleichung dieser Geraden!

3. a) Berechne im Dreieck ABC mit A(3|0]0), B(0]|3]|0) und C(0]0|4) die Seitenldingen und
die GroBen der Innenwinkel! Welche besondere Eigenschaft hat das Dreieck?
b) Beweise vektoriell die beiden folgenden Sitze iiber gleichschenklige Dreiecke!
1) Die Seitenhalbierende durch C steht auf der Grundseite AB senkrecht.
2) Die beiden Basiswinkel <o und « g sind gleich groB3.
¢) Ermittle eine Parametergleichung fiir die Ebene ¢, in der die Punkte A, B und C aus
Aufgabenteil a) liegen! Ermittle ferner von zwei Mittelsenkrechten des Dreiecks Gera-
dengleichungen und berechne ihren Schnittpunkt!
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4 2 -2
4. a) Gegeben sind die drei Vektoren d= (3), b= ( 1 ) und ¢= ( p). Ermittle die
2 1-p 8
Werte von pelR, fiir die 2@, b und T linear abhidngig sind!
b) Zeige, daB die Vektoren b und < fiir alle Werte von peRR linear unabhingig sind!

p -1
¢) Berechne pelR so, daB3 die beiden Vektoren d= _1/5 und f= 0] orthogonal
1 2—p

sind! Wie groB ist der Winkel zwischen d und T fiir p=-12
d) Bestimme einen Vektor g, der auf den beiden Vektoren von c) senkrecht steht, und
entwickele aus d, f und g eine orthonormierte Basis!

2 10 =28
5. a) Zeige, daB die drei Vektoren a=| —2, b=|11| und 3= 2 | linear unabhingig
14 1 2 14
sind! Zeige: Der Vektor d=| 7] 14Bt sich aus @, b und C linear erzeugen !

4
b) Zeige, daB die Vektoren @, b und ¢ paarweise zueinander orthogonal sind und
entwickle aus ihnen eine orthonormierte Basis!
¢) Bestimme die Werte p,qeR so, daB die Vektoren T und g mit ?:ﬁ’—f—pg und
g=a+ qB zueinander orthogonal sind! Welche Beziehung besteht dann zwischen p und q?
d) Welche Bedingung miissen p und q erfiillen, damit die Vektoren —f’+§ und ?—g
zueinander orthogonal sind?

4 6 1
6. Gegeben seien die Vektoren @=| —1|, b=| 7| und ¥p)=[4], peR.
0 -4 P

a) Zeige, daB der Vektor ¢(p) fiir alle pe R zu & orthogonal ist!
Fiir welche Werte von p 1dBt sich €(p) aus @ und b linear erzeugen?
b) V; sei die Menge aller Vektoren aus Vj, die orthogonal zum Vektor @ sind. Zeige,

1 0
dal3 sich jeder Vektor aus V; durch die Vektoren | 4 | und | O | linear erzeugen 148t !
0 1

¢) Zeige: Die Menge aller Vektoren Xe 'V, fiir die |X —2|=|X+4] gilt, ist V,!

7. Fiir die Skalarprodukte der Vektoren @,b,3eV, gelte: a-3=3, a-b=0, 3-8=2, b-c=1
und b-b=2.2¢=2.
a) Ermittle die GroBen der Winkel zwischen je zwei der Vektoren @, b und ¢!
Berechne r, seR so, dall der Vektor d=ra@+3b+s¢ sowohl zu 7 als auch zu b orthogo-
nal ist! Zeige, wie € aus 3, b und d linear erzeugt wird!

>

1 0
b) Esseien b=| 1| und 3=/ 1
0 1

Bestimme 7 so, daB alle Skalarprodukte die oben angegebenen Werte haben !

Untersuche, ob 3, b und ¢ linear unabhingig sind!

¢) Fiir welche keR hat der Vektor f(k)=a+2b+k¢ den Betrag ]/3‘7 Kann [f (k)| jede
positive reelle Zahl sein?

d) Fiir welche keR sind die Vektoren f(k) und g(k)=(k—1)@+kb+(k+2)T linear
abhéngig?
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8.

10.

11.

12.

ferner die Ebene ¢, zu x—3y—z=>5. 3 1
a) Bestimme die gegenseitige Lage von Gerade g und Ebene ¢, !

b) Liegt der Punkt P, in der Ebene ¢,? Ermittle ggf. eine Normalengleichung der Ebene
&,, die durch P, geht und parallel zu ¢, liegt!

¢) Ermittle eine Gleichung der Ebene ¢5, in der die Gerade g und der Punkt P, liegen!
d) Bestimme die gegenseitigen Lagen der Ebene ¢; zu den Ebenen ¢, und ¢, !

=1
Gegeben seien ein Punkt P, (1| —3| —3), eine Gerade g durch 3('0=< 1) und é':( 3),

1 1
. a) Ermittle die gegenseitige Lage der Geraden g, zu X=| —4 +t( —3| und der Gera-

-2

9 4
deng,zuX=(0]+s| 2.
0 —1

b) Ermittle den Schnittwinkel der beiden Geraden!

¢) Ermittle Parametergleichung und Normalengleichung der Ebene ¢, in der die Gera-
den g, und g, liegen!

d) Ermittle je eine Parametergleichung der in der Ebene ¢ gelegenen Winkelhalbierenden
zu den Geraden g, und g, !

Beweise: Sind X-6,=p, und X-H,=p, die Hesse-Gleichungen fiir zwei nicht-parallele
Geraden, so sind X - (i, +1,)=p,+p, und X- (0, —1,)=p, —p, die Gleichungen fiir die
Winkelhalbierenden der beiden Geraden!

Die Gerade g sei durch die beiden Punkte P(9(5]4) und Q(2[1]0) bestimmt, die Ebene ¢
durch 2x —2y+z=6.

a) Ermittle die Linge und den LotfuBpunkt des vom Nullpunkt auf die Ebene ¢
geféllten Lotes!

b) Ermittle Schnittpunkt und GroBe des Schnittwinkels zwischen der Geraden g und der
Ebene ¢!

¢) Ermittle die Punkte auf g, welche von ¢ den Abstand d=4 haben!

Das Viereck ABCD sei durch die Punkte A(5|6]1), B(—3]10]5), C(1]/4|7) und D(9]0|3)
gegeben.

a) Bestdtige, daf die vier Punkte in einer Ebene liegen! Um welche Art Viereck handelt
es sich?

b) Ermittle Gleichungen der Ebene, in der das Viereck liegt, in Parameter- und in
Normalenform!

¢) Ermittle den Abstand der Ebene vom Nullpunkt!

d) Ermittle die Entfernung des Diagonalenschnittpunktes im Viereck ABCD vom Null-
punkt!

e) Berechne die Entfernung dieses Diagonalenschnittpunktes vom FuBpunkt des Lotes,
welches vom Nullpunkt auf die Ebene gefallt wird!

f) Ermittle eine Parametergleichung derjenigen Geraden, die durch C geht und von den
Punkten A und B den gleichen Abstand hat!
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13.

14.

15.

16.

a) Ermittle im Dreieck ABC mit A(0|2[1), B(2]4]2), C(4]5]1) eine Parametergleichung
der Winkelhalbierenden von ¥ a!

b) Bringe diese Winkelhalbierende mit der gegeniiberliegenden Dreiecksseite zum
Schnitt!

c) Bestidtige den Satz: Im Dreieck teilt eine Winkelhalbierende die Gegenseite im Ver-
hiltnis der Léngen der anliegenden Seiten!

Gegeben seien die vier Punkte A(4|0]0), B(1|6|4), C(7] —2| —2) und D(8| —4{13).

a) Berechne den Abstand des Punktes D zu der durch A, B und C bestimmten Ebene ¢!
b) Ermittle den FuBpunkt des Lotes von D auf ¢!

¢) Ermittle die GroBe des Schnittwinkels zwischen ¢ und der x-y-Ebene!

1 2 2
Gegeben seien d=( 2|, b= 1 , o= c2) mit by, c,,c;eR.
2 b, Cy

a) Welche Beziehung besteht zwischen b, ¢, und c;, so daB die Vektoren @, b und
¢ linear abhéngig sind? _
b) Berechne b,, ¢, und c, so, daB je zwei der Vektoren &, b und € zueinander orthogo-

nal sind! 2 2

¢) Ermittle von der Ebene ¢ zu X=r 1]4+s| —2] eine Normalengleichung und
-2 1

berechne den Abstand des Punktes P(3|6] —3) von der Ebene ¢!

d) P’ sei Spiegelpunkt von P beziiglich der Ebene ¢. Ermittle die Koordinaten von P’

und die Entfernung der Punkte P’ und P!

a) Zeige, daB die beiden Ebenen &; zu x+2z+1=0 und ¢, zu x+y—2z+3=0 zueinander
orthogonal sind!

b) Ermittle eine Parametergleichung der Schnittgeraden g!

¢) Zeige, daBl P(—2|0]1) auf dieser Schnittgeraden liegt!

d) Weise nach, daB die Gerade g in allen Ebenen der Schar

et) zu t+1)x+y+(t—1)z+t+3=0 mit telR liegt!

e) Welche Bedingung miissen zwei Parameterwerte t, und t, erfiillen, damit die Ebenen
¢(t;) und &(t,) zueinander senkrecht stehen? B

f) Welche Ebenen ¢(t) haben vom Nullpunkt den Abstand ]/3?

1—t
g) Zeige, daBl der Vektor 5’=<1—t) mit telR ein Spannvektor der Ebene &(t) ist und
2+t

daB der Vektor @ und der Richtungsvektor der Schnittgeraden g linear unabhingig sind!
h) Die Gerade h(t) liege in der Ebene g(t), stehe senkrecht auf der Geraden g und
verlaufe durch den Punkt P(—2|0]1).

Ermittle eine Parametergleichung von h(t)!

i) Essei Q(t)=(1—2t| =2t|4+2t).

Zeige, daBl die Dreiecke mit den Eckpunkten P, Q(t) und Q(t+1) eine Seite besitzen, die
eine von t unabhdngige Lidnge hat! Bestimme ferner t so, dal die beiden anderen Seiten
gleich lang sind!
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17.

18.

19.

20.

Zeige, daBl das durch A(0|0), B(a|0) und C(%a|%a 1/ 5) gegebene Dreieck gleichseitig ist!
Beweise, daB fiir jeden Punkt im Innern dieses Dreiecks die Summe seiner Abstidnde von
den drei Dreiecksseiten gleich der Dreieckshohe ist! Untersuche, ob diese Aussage auch
fiir Punkte auf den Seiten des Dreiecks und fiir Punkte auBerhalb des Dreiecks gilt!

Eine Ebene ¢ und zwei Geradenscharen g(«) und h(«) seien gegeben durch:

14+a o -1 2
e x+2y=3; g): X=[2+4a |+t[1+a]; h(): X= Of+s| 1 mit aelR.
1 1—a 1+a —1

a) Fiir welchen Wert von « ist die Gerade g(o) parallel zu ¢? Liegt diese Gerade in der
Ebene ¢?
b) Berechne fiir alle iibrigen Werte «€IR den Schnittpunkt von ¢ und g(«)! Ermittle den
Wert von «, fiir den g(a) orthogonal zu ¢ ist!
¢) Zeige, daB sich die zum gleichen Wert von o gehorenden Geraden der beiden Scharen
schneiden, indem du die Schnittpunkte berechnest!
2

d) Zeige, dall der Vektor (0(——2) orthogonal ist zu den Richtungsvektoren von g(«) und

o2
h(x)! Ermittle eine Normalengleichung der Schar von Ebenen ¢(x), in denen die Geraden
g(o) und h(a) liegen!
Fiir welche Zahl o verlduft (o) durch den Nullpunkt?
e) Berechne die GroBe des Winkels zwischen den Ebenen ¢ und &(—2)! Zeige, daB jeder
Punkt der Ebene zu x=1 von ¢ den gleichen Abstand hat wie von ¢(—2)!

=5 -1

Die Gerade g sei durch i’=( 8>+t( 1) und die Ebenenschar &(x) durch
2 1

2x—6y+(4—o)z= —2a mit oeIR bestimmt.

a) Fiir welches « ist e(o) parallel zu g? In der Schar gibt es eine Ebene, die zu keiner

anderen Ebene der Schar orthogonal ist. Ermittle ihre Gleichung!

b) Die Ebene ¢* verlaufe durch P(1|11|2) und parallel zu ¢(7). Berechne den Abstand

dieser beiden Ebenen!

Eine Ebene ¢ sei durch die Punkte P, (0| —7|—4), P,(2|1|2) und P;(—1|—3|5) bestimmt.

4 1

Gegeben seien auBlerdem Q(1|4| —1) und die Gerade g zu i’z( 3) +t ( 0).

-1 —1
a) Ermittle eine Gleichung der Ebene ¢ und berechne den Abstand des Punktes Q von
der Ebene!
b) Ermittle den Spiegelpunkt Q' von Q beziiglich ¢!
¢) Ermittle den Schnittpunkt zwischen g und ¢ und die GroB3e des Schnittwinkels!
d) Berechne die Koordinaten der Punkte auf der z-Achse, von denen aus die Strecke
P, P, unter einem rechten Winkel erscheint!
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§ 10 Das Vektorprodukt von Vektoren

. Die Definition des Vektorproduktes

1. In den bisherigen Uberlegungen zur analytischen Geometrie haben wir schon mehrfach
vor dem Problem gestanden, einen Vektor zu ermitteln, der auf zwei gegebenen Vektoren
senkrecht steht.

Beispiele:
1) Wenn eine Ebene durch eine Parametergleichung der Form
X=X, +1a+sb

gegeben ist, ist es hiufig notwendig, aus dieser Gleichung eine Normalenform der Ebenen-
gleichung herzuleiten (vergleiche Seite 125!). Dazu bendtigt man einen Normalenvektor 1 der
Ebene, also einen Vektor, der auf den beiden Vektoren a und b senkrecht steht. Dieser
Vektor i muB also der Bedingung

Z-8=0Ab-8=0
genligen.

2) Wenn die Schnittgerade zweier Ebenen &, und &, zu bestimmen ist, die durch ihre
Normalform gegeben sind, dann muB der Richtungsvektor @ der Schnittgeraden berechnet
werden. Dieser Richtungsvektor steht auf den beiden Normalenvektoren n, und 1, der
beiden Ebenen senkrecht; es mul} also gelten:

f,-3=0 A &, -3=0.
Auf Seite 136 haben wir dieses Problem fiir ein Beispiel gelost; wir wollen es nun allgemein
angehen.

2. Wir suchen also einen Vektor 1, der auf zwei gegebenen Vektoren @ und b senkrecht
steht. Dabei setzen wir voraus, daB @ und b nicht kollinear sind; denn andernfalls wire die
Normalenrichtung nicht eindeutig bestimmt.

Die Bedingung fiir einen solchen Normalenvektor 1 lautet:

Z-1=0Ab-n=0,
also an,+a,n,+a;n;=0 |-(—=by)

Abin +b,n,+byn;=0 |-a,
Da es sich um ein homogenes lineares Gleichungssystem von zwei Gleichungen mit drei
Variablen handelt, kann die Losung nicht eindeutig sein. Dies ist auch aus geometrischen

Griinden klar, weil lediglich die Richtung, nicht aber die Ldnge und die Orientierung des
Normalenvektors @i festgelegt sind.
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Wir eliminieren zunédchst die Variable n; mit Hilfe der oben angegebenen Faktoren —b,
und a,; wir erhalten die Gleichung

(—a;by+azb)n, +(—a,by+a;b,)n, =0,
also (a;b,—a,;by)n, =(a,b;—a,b,)n,.

Diese Gleichung konnen wir sehr einfach dadurch erfiillen, da3 wir fiir n; und fiir n, — mit
einem beliebigen Faktor k+0 — setzen:

n,=k-(a,by;—azb,) und n,=k-(azb;—a,b;).
Begriinde dies (Aufgabe 1a)! Zur Ermittlung des zugehorigen Wertes von nj setzen wir die
Ausdriicke fiir n, und n, z.B. in die erste Gleichung des Systems ein:
azny=—(a;n,;+a,n,)
=—k(a;a,b;—aazb,+a,a;b, —a a,by)
= —kas(—a;b,+a,b,)
=kas(a;b,—a,b,).
Daraus ergibt sich (fiir a;+0): ny=k(a;b,—a,b,).
Durch Einsetzen in die beiden Gleichungen des Systems kann man bestdtigen, daB n,, n,

und n; in jedem Fall das Gleichungssystem erfiillen, auch wenn a,=0 ist (Aufgabe 1b).
Somit erhalten wir:

a,by—azb,
i=k(asb, —a; b, |.
a;b,—a,b,

Die Zahl k bestimmt mit ihrem Betrag die Linge und mit ihrem Vorzeichen die Orientie-
rung des Normalenvektors n.

Fiir k>0 bilden @, b und & (in dieser Reihenfolge!) ein ,,Rechtssystem®; fiir k <0 bilden @, b
und 7 ein ,,Linkssystem®. Vergleiche Aufgabe 2!

3. Es liegt nun nahe, unter allen Normalenvektoren 1 denjenigen auszuwihlen, der durch
den Faktor k=1 bestimmt ist. Diesen Vektor definieren wir als Ergebnisvektor einer neuen
Verkniipfung von zwei Vektoren @ und b. Weil das Ergebnis ein Vektor ist, nennt man diese
Verkniipfung die ,,Vektormultiplikation‘; man bezeichnet dieses Vektorprodukt zweier Vek-
toren @ und b mit

,,Exf;“, gelesen ,,Vektor a Kreuz Vektor b*.

Wir definieren:

D10.1 Unter dem ,,Vektorprodukt zweier Vektoren a, be V;¢ versteht man den Vektor

a,b,—a;b,
axb=|(a,b,—a,b,
a;b,—a,b,




§10, I. Die Definition des Vektorproduktes 185

4. Bei der Berechnung der Koordinaten des Vektorproduktes kann man nach der folgenden
Merkregel verfahren. Jede Koordinate von @ x b ist eine Differenz.

1) Beim Minuenden hat man jeweils die 2) Im Subtrahenden treten die gleichen In-
,,zyklische” Reihenfolge der Zahlen 1,2,3 dizes wie im Minuenden in vertauschter
zu beachten: 1~ Reihenfolge auf, also:
3
2_/\, namlich

in der 1. Koordinate: a,b,, in der 1. Koordinate: a;b,,

A
in der 2. Koordinate: a;b,, in der 2. Koordinate: a, b,

A
in der 3. Koordinate: a, b,. in der 3. Koordinate: a,b,.

N

AuBer dem Zyklus (1, 2, 3) hat man sich also zu merken: ,,Vertauschen und Subtrahieren.
—2 3 -2 3 1-4—(=3)-2 10
Beispiel : E:( 1); b= 2); EXB:< l)x( )-—-(-—3-3—(—2)-4)=(—1).
-3 4 -3 4 -2.2— 1.3 ~7

5. Wir haben das Vektorprodukt — im Gegensatz zum Skalarprodukt — nicht geometrisch,
sondern mit Hilfe der Koordinaten der beiden Vektoren @ und b definiert. Daher haben wir
uns klarzumachen, welche geometrische Bedeutung der Vektor @ x b hat. Wir kennen bereits
die Richtung und die Orientierung des Vektors @ x b: er steht auf @ und auf b senkrecht, und
die Vektoren @, b und @ x b bilden (in dieser Reihenfolge!) ein Rechtssystem. Wir wissen aber
noch nichts iiber den Betrag, die Linge des Vektors @ x b.
Um Quadratwurzeln zu vermeiden, berechnen wir zunichst nicht |a x b|, sondern |2 x E’|z‘
|Exb|? = (a,b;—azb,)*+(azb, —a, by)*+(a, b, —a,b,)?
=(a,b;3)> —2a,a;b,b;+(azb,)?
+(a3b,)*—2a,a;b,b;+(a, by)?
+(a;by)* —2a,a,b,b,+(a, b))%
Es liegt nahe, hier die ,fehlenden® Quadrate (a,b,)? (a,b,)* und (a,;b,)* hinzuzuaddieren
und wieder zu subtrahieren; auBerdem ordnen wir die Quadrate nach den Indizes und
erhalten:
[@xbI” = (a,b,) +(a, b)) +(a, by)?
+(a,b,)?+(a,b,)* +(a, by)*
+(a3by)? +(azb,y)* +(asby)?
—[(a;b;)*+(a,b,)* +(azby)* +2a,a,b, b, +2a,a,b, by +2a, a5 b, by].
Bemerkung: Die folgende Umformung versteht man leichter, wenn man sie ,riickwérts®
durchfiihrt, wenn man also die Produkte der folgenden Zeile wieder ausmultipliziert.
[Exbl2=(a,>+a,2+a,%) (b,2+b,2+b,2)—(a, b, +a,b,+a,b,)?
= @ - b - @by’
bJ> — 312 |b]? cos®«
12 b2 (1 —cos? a)
[b]

=% .
2 sin® o =(|a] |b| sin o).
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Somit haben wir erhalten:
la x b|2=(|a] |b| sin o).

Von |2 x b|? haben wir nun auf |3 x b| zu schlieBen und dabei zu beriicksichtigen, daB |7 x b
stets eine nichtnegative Zahl ist.
Nun gilt fiir die GroBe « eines Winkels zwischen zwei Vektoren @ und b in jedem Fall

0<a<180°,

also sina>0.
Somit muB} gelten:

|2 xb|=|a]| [b] sin c.
6. Wir fassen zusammen:

S10.1  Fiir beliebige Vektoren &, be V, ist @ x b derjenige Vektor, fiir den gilt:
1) |axb|=|a] [b] sinc,
2) axbla und axblb und

3) @, b und @ x b bilden ein Rechtssystem.

Dabei bezeichnet o die GroBe des (nicht
iiberstumpfen) Winkels, den @ und b ein-
schlieBen (Bild 10.1).

Beachte: Bei der Herleitung der Koordina-
tendarstellung des Vektorproduktes haben

wir vorausgesetzt, daB @ und b nicht kolli-

near sind. Diese Einschrankung haben wir Bild 10.1
in D 10.1 nicht aufgenommen.

Falls 2 und b kollinear sind, gilt «=0° oder

a=180°; in beiden Fillen ist sina=0; da-

her ist dann |a x b|=0 und somit @ x b=0.

Da wir dem Nullvektor jede Richtung und jede Orientierung zugeordnet haben, behalten die
Punkte 1) und 2) in Satz S10.1 auch fiir den Fall kollinearer Vektoren @ und b ihre
Giiltigkeit. Fiir den Sonderfall b=4 erhilt man den Satz

$10.2  Fiir alle @€V, gilt: axa=0.

7. Gilt umgekehrt a x B:@, also |a x B| =0, so bedeutet dies nach Satz S10.1:

|3|=0 v |b|=0 v sina=0, also a=0v b=0 v &|/b.
Damit ist gezeigt:

-

$10.3  Gilt fiir zwei Vektoren @, b+ 0 die Beziehung @ x b=0, so sind & und b kollinear.
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8. Wir konnen den Betrag eines Vektorprodukts auch geometrisch deuten. Es handelt sich
ndmlich um die FlichenmaBzahl des von @ und b aufgespannten Parallelogramms. Wir
haben zwei Fille zu unterscheiden (Bilder 10.2 und 10.3).

Bild 10.2 Bild 10.3

1) Gilt 0<a<90° (Bild 10.2), so gilt fiir die Hohe h des Parallelogramms unmittelbar:
h=|b|sina.

2) Gilt 90° << 180° (Bild 10.3), so gilt fiir die Hohe h des Parallelogramms:
h=|b] sin f=b] sin (180° —a) =|b| sin o |

In beiden Fillen gilt also fiir die FlichenmaBzahl des Parallelogramms:
A(P)=|3|h=|3] [b| sina=|3 x b].

Bemerkung: Ist «=0° oder a=180°, so ist |d x B| =0 und auch A(P)=0.

9. Mit Hilfe des Vektorproduktes kann man also den Fldcheninhalt von Parallelogrammen
und von Dreiecken bestimmen.

Beispiele:

-3 2
1) Ein Parallelogramm wird aufgespannt von den Vektoren @ = ( 1) und b= (—2).

=3 2\ /3
Es gilt: a’xE:( 1)x(—2)=(5). Also: A(P)=[3xb|=1/9+25+16=1/50=57/2.

4
2) Die Eckpunkte eines Dreiecks (Bild 10.4) sind gegeben durch die Ortsvektoren

=) 1 1 Ag
Zi=| 1|; %,=|-1]; %= 2]|.(Bild 104). 3, g,
3 4 2=

Ay . Az

Fiir die drei Seitenvektoren des Dreiecks gilt dann:

1 ( 1) ( 0
4,=%,-%,= 2|-[-1 3); .
_1 4 _5 Bild 10.4
-3
—1);  &,=%,-%, =
4

Il
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0 -3 7
Ferner gilt: &, xd,=( 3|x| —1]|=[15).
—d 4 9

Somit ergibt sich: A=1a, x,|=11/49+225+81=11/355~9,42.
3
-2 x
1

a 2
-3 3 ) Z
Probe: §2x5’3=(—1)x< 2) 15) Ay Kay= ( ( )=<15).
4 1 9 9

10. Auch das Vektorprodukt gestattet eine Reihe von physikalischen Anwendungen. Ein
wichtiges Beispiel ist der Begriff des ,,Drehmomentes.

Man nennt einen Korper, der um eine Achse drehbar ist, einen ,,Hebel“. Greift eine Kraft F
an einem Hebel an, so ist die physikalische Drehwirkung dieser Kraft vom sogenannten
,Hebelarm* h abhingig. Im einfachsten Fall (Bild 10.5) ist der Hebelarm der Abstand des
Angriffspunktes der Kraft von der Achse. In diesem Fall definiert man als Drehmoment M:

M=h|E|.

—3

- .l
iy

Bild 10.5 Bild 10.6

Im allgemeinen Fall (Bild 10.6) ist der Hebelarm h der Abstand der Achse vor der Wir-
kungslinie der Kraft. In diesem Fall gilt:

h=|7|sina.

Dabei bezeichnet T den Vektor von der Achse zum Angriffspunkt der Kraft und « die GroBe
des (nicht tiberstumpfen) Winkels zwischen T und F. In diesem Falle gilt also:

M=?||F|sina.

Dies ist der Betrag des Vektorproduktes Tx E: M=[fx F|.
Man definiert daher als vektorielles Drehmoment :

M=7xE.

Greifen an einem Hebel mehrere Krifte an, so erhdlt man das Gesamtdrehmoment durch
vektorielle Addition der Drehmomente der einzelnen Krifte.

Bemerkung: Wegen dieser physikalischen Anwendung des Vektorproduktes wird es gelegent-
lich auch ,,Momentenprodukt* genannt.
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Ubungen und Aufgaben

1. a) Bestitige und begriinde, dal die Ansdtze
n,=k(a,by—azb,) und n,=k(asb,—a;b,)
fiir beliebiges ke R*° die Gleichung (—a,bs+a;b;)n, +(—a,by+a;b,)n, =0 erfiillen!
b) Bestitige und begriinde ferner, dal3 die Ansdtze fiir n,,n, und ny;=k(a,b,—a,b,)
auch im Falle a; =0 das Gleichungssystem auf Seite 183 unter 2. erfiillen!

2. Um zu zeigen, daB drei Vektoren g, b und @xb stets ein Rechtssystem bilden, wenn

@xb+0 ist, kann man sich die Vektoren @ und b durch zwei Vektoren ¢ und d ersetzt
denken, dic mit @ und b im Betrag und in der GroBe des eingeschlossenen Winkels
ibereinstimmen, wobei € in Richtung der positiven x-Achse weist und d in der x-y-Ebene
liegt.
Begriinde: Ist dann d,>0 (d, <0), so weist gxd in Richtung der positiven (negativen) z-
Achse. Zeige, daB ¢, d und @xd und mithin auch @, b und @xb in beiden Fillen ein
Rechtssystem bilden! Beachte, daB bei Anwendung der ,Korkenzieherregel (Seite 15)
der Korkenzicher iiber dem kleinsten Winkel von € nach d gedreht werden muf3!

3. a) Bestétige unmittelbar aus der Definition des Vektorproduktes D 10.1, daB3 gilt

@xb) L& und @xb)Lb!
i 3 =
() o= =3)
3 1 4

ol

3 7 2
a) a’:(o), E:( 4) b) 5:( 0),
0 ~1 ~1

d) Beweise den Sachverhalt allgemein fiir 5’,36\73!

4. Berechne @ x b und b x 3!

1 -3 1 ¢ 2 0

a) a;( 0), B:( 2) b) a=<2), B:(—1) 0) a:(—1> B:(3)
—1 1 0 0 2 4
1 0 v 1 2 1

d) a:<o), B=(1> e) 5:(4), B=<7> :(-1) B:(z)
1 0 1 5 2 0

5. Ermittle alle neun Vektorprodukte € x@€, fiir i,ke{1,2,3} und deute die einzelnen
Ergebnisse geometrisch!

—

) a

by

>
s

6. Ermittle mit Hilfe des Vektorprodukts die GroBen der von den Vektoren 2 und b in
Aufgabe 4 eingeschlossenen (nicht iiberstumpfen) Winkel! Kontrolliere die Ergebnisse
mit Hilfe der Skalarprodukte a-b!

7. Berechne die FlichenmaBzahl des von den Vektoren @ und b aufgespannten Parallelo-
gramms und die GroBe des von ihnen eingeschlossenen nicht tiberstumpfen Winkels!

4 -3 3 12 2 -2
a) 5:(—3), b= 2 b) a:<4>, B:( 5) <) 5‘:(—2), E:( 1)
2 5 0 0 1 —2
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8. Fiir die Punkte A, B und C seien AB, BC und CA Vertreter der Vektoren &, @ und b.
Berechne @x b, bx ¢ und xa! Deute die Ergebnisse geometrisch! Berechne ferner |al,
|B|, €], die GroBen der Innenwinkel sowie die FlichenmaBzahl des Dreiecks ABC!

a) A(1]2]0), B3| —1/0), C(—2|5/0) b) A(112]2), B2|1]1), C(1]4]|—1)

9. Ermittle einen Vektor X, fiir den X x b==¢ ist!

2 5 2 2 4
a) B:( 1,8:() b) B:( 0),8:(—1 <) B’:( 3),6:( 3)
. ) 5 1 —1

10. Beweise aus der Darstellung des Vektorproduktes nach Satz S10.1, daB fiir alle Vektoren
ad,beV, gilt: (@xb)?=a?b?—(d-b)?!

(NS SR

11. Beweise unmittelbar aus der Definition des Vektorproduktes D 10.1 die folgenden Sitze!
a) Zwei Vektoren &, beV, sind kollinear genau dann, wenn gilt: @xb=0.
b) Zwei Vektoren &, beV, sind orthogonal genau dann, wenn gilt: |dx b|=|a||b].

—

12. Unter welchen Bedingungen gilt: a) @xb)xc=0; b) [@xb|=a-b?

Il Die Gesetze des Vektorproduktes

1. Aus der Definition D10.1 lassen sich die Gesetze fiir das Vektorprodukt rechnerisch
grundsdtzlich leicht herleiten. Allerdings sind die durchzufiihrenden Rechnungen manchmal
etwas umfangreich.

Da beim Vektorprodukt — im Gegensatz zum Skalarprodukt — jedem Paar von Vektoren
(é’lg) ein Vektor ¢ zugeordnet wird, ist es sinnvoll zu fragen, ob fiir das Vektorprodukt die
Gruppengesetze gelten.

2. Vertauscht man in @ x b die Vektoren @ und b, so bilden ,b und b x @ ein Linkssystem.
Daraus ergibt sich bereits, daB fiir das Vektorprodukt das Kommutativgesetz nicht gilt. Statt
dessen gilt das ,,Alternativgesetz‘:

S10.4 Fiir alle @,beV, gilt: bxa=—(@xb).
Der — sehr einfache — Beweis soll in Aufgabe 2 gefiihrt werden.

3. Wenn fiir das Vektorprodukt das Assoziativgesetz gelten wiirde, miilte die Gleichung
(@ x b) x =2 x (b x ©) allgemeingiiltig sein. Dies l4Bt sich an einfachen Beispielen leicht wider-
legen (Aufgabe 8).

Da @ xb nach Satz S10.1 sowohl auf @ wie auf b senkrecht steht und weil — auBer dem
Nullvektor — kein Vektor auf sich selbst senkrecht steht, kann es beim Vektorprodukt auch
kein neutrales Element geben. Es gilt also weder das Neutralitdts- noch das Inversitdtsgesetz.




§10, II. Die Gesetze des Vektorproduktes 191

4. Bei der Suche nach weiteren Gesetzen lassen wir uns von den Gesetzen leiten, die wir
beim Skalarprodukt kennengelernt haben.

Multipliziert man zwei Vektoren 2 und b mit zwei Zahlen r und s, so ergibt sich fiir das
Vektorprodukt:

ra, sby (ray)(sbs)—(raz)(sb,)
(rz)x(sﬁ):(ra2> x( ) ((ra3 (sby)— (rao(sbs))
ra, sb (ra;)(sb,)—(ra,)(sb;)
rs(a,b;—azb,)
—(rs(a b, —a,; bs) )—rs( >vrs(?1'x§).
rr(a; b, —

Es gilt also der Satz

S10.5 Fiir alle r, s € R und fiir alle 7, b e V, gilt: (ra) x (SK) =rs(@@xh).
Fiir den Sonderfall s=1 ergibt sich aus Satz S10.5:

$10.6 Fiir alle r € R und fiir alle 3, b e V, gilt: (r@)xb =r@xb).
Man spricht bei diesem Satz gelegentlich vom ,,gemischten Assoziativgesetz*.
5. SchlieBlich gilt noch das Distributivgesetz:

$10.7 Fiir alle 3,b,ce V, gilt: ax (b+¢) =axb+a x¢.

Der Beweis soll in Aufgabe 10 gefiihrt werden.

Ubungen und Aufgaben

1. Berechne @ xb und b x a!

3 4 —6 0 . 2,5
a) a‘:(-z), B:( 5) b) §:< 1), E:(—z) ) a—( 4), B:(—z)
1 5 0 7 —6 3

2. Beweise das ,,Alternativgesetz des Vektorproduktes (S 10.4)
a) unmittelbar aus der Definition D 10.1, b) aus Satz 10.1 (beachte Bild 10.1)!
3. Berechne mit den Vektorpaaren aus Aufgabe 1 die Vektorprodukte (—ﬁ) xd und
—37) und vergleiche die Ergebnisse!

4. Beweise, daB fiir alle @ be V, gilt: axb=(—b)xa=bx(—37)!
Deute die Aussage des Satzes auch geometrisch nach Satz S10.1!

e

5. Untersuche, unter welchen Bedingungen gilt: @xb=bxa fiir & BeV3 !

>
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Bestitige die Giiltigkeit von Satz S10.5 an folgenden Beispielen!

7 1 . ) 2 -
a) r=—2,s=3d=(—1], b= —4 b) 1=3, s=—5, d=| —4 ,b=( o0
3 4 0 3

. Deute die Aussage von Satz 10.6 als Aussage iiber die FlichenmaBzahlen der von @ und

b bzw. von rd und b aufgespannten Parallelogramme! Beweise den Satz mit Hilfe dieses
Fldachenvergleiches! Beachte dabei auch den Fall r<0!

. a) Widerlege die Giiltigkeit eines Assoziativgesetzes fiir das Vektorprodukt durch ein

Gegenbeispiel !
b) Warum kann die Gleichung (2 x b) x €=2 x (b x ©) nicht allgemeingiiltig sein?

. a) Warum gilt (€, x€,) x€;=¢, X (€, X €5)?
b) Suche weitere Beispiele, in denen fiir i, j, ke {1, 2,3} gilt: (€, x€)) x&, =€ x (€;x€,)!
Beweise das Distributivgesetz des Vektorprodukts (Satz S10.7)!
Berechne folgende Produkte mit Hilfe des Distributivgesetzes (S10.7) fiir die Vektoren
€,, €, und &,!
a) € x(€;+¢€)) b) € x(€;+8,) c) 2e; x(38,—4%)) d) & x(—€,—¢,)
a) Beweise daB fiir alle @, b, CeV, gilt: (b+3) xa=bxa+Cxa!
b) Fiihre den Beweis mit Hilfe der Sdtze S10.4 und S10.7!
Beweise, daB fiir alle @,b, ¢, deV, gilt: @+b)x(C+d)=axc+axd+bxT+bxd!
Leite aus dem Distributivgesetz die Allgemeingiiltigkeit der folgenden Gleichungen ab!
a) ax(b—=axb—ax< b) @+b)x(@—d)=axc—axd+bxc—bxd
¢) @-b)x@E—d)=dxC—axd—bxT+bxd d) @x(b+C+d)=axb+ax3+axd!
Wo steckt in den folgenden Glelchungen der Fehler”
a) axb— b><a 0 b) (a+b)><(a+b) 32423 xb+b?
c) a><(b Q)= )-(@x3) d) ( axb) ax_’) bx_’) e) (@— 2b) xC=axC—Cx2b
f) axb+c>< (a+') g) @xb)+C=@+) x(b+0) h) axT—Cxa=ExE—)=0
Fiir die Seitenvektoren eines Dreieckes gelte: @+b+¢=0. Multipliziere beide Seiten
dieser Gleichung vektoriell mit € und leite auf diese Weise den Sinussatz her!
a) Zeige, daB fiir alle @, be V, und fiir

alle reR gilt: @+rb)xb=axb!

b) Begriinde mit Hilfe von a), daB fiir
das Vektorprodukt das Regularitdtsge-
setz (die Rechtsstreichungsregel)
@xT=bx¢ = a=b nicht gilt!

¢) Begriinde geometrisch, daf3 fiir das
Vektorprodukt das Regularititsgesetz nicht gilt (Bild 10.7)!

Bild 10.7
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M. Das Spatprodukt

1. Mit drei Vektoren @, b und @ 148t sich das ,,gemischte Produkt* (& x b) - € bilden.
Wir wollen untersuchen, welche geometrische Bedeutung dieses Produkt hat. Es gilt:

@xb)-3=[a xb| || cosy,
wenn y die GroBe des Winkels zwischen den Vektoren @ x b und € bezeichnet (Bild 10.8).

axb ka’xES

—

s

P —

Bild 10.8 Bild 10.9

Oben haben wir bereits gezeigt (Seite 187), daB |€{><E| die MaBzahl des Flacheninhaltes des
von den Vektoren 2 und b aufgespannten Parallelogramms ist.

~ Eine Linge mit der MaBzahl h=|c|cosy erhilt man, wenn man den Vektor € senkrecht in

die Richtung von axb hineinprojiziert. Diese Léange ist die Hohe des von den drei Vektoren
aufgespannten Korpers, der von sechs paarweise zueinander parallelen ebenen Flidchen in
Form von Parallelogrammen begrenzt wird (Bild 10.9). Man nennt einen solchen Korper
»Parallelflach®, ,,Parallelepiped” oder kurz ,,Spat.

In Bild 10.9 bilden die drei Vektoren &, b und € ein Rechtssystem. Darunter verstehen wir in
solchen Fillen folgendes: wihlt man drei Repridsentanten von 3, b und € mit gemeinsamem
Anfangspunkt aus, so weist der Vertreter von € in denselben Halbraum der von @ und b
aufgespannten Ebene wie der Vertreter von & x E, der am gleichen Punkt angetragen ist.

Fiir die InhaltsmaBzahl des Parallelflachs gilt in diesem Fall:

V=Ah=3xb| [ cosy=(@xb)-C.
Man bezeichnet dieses Produkt daher als ,,Spatprodukt*.
S10.8 Bilden drei linear unabhiingige Vektoren 3, B,?e V, ein Rechtssystem, so gilt fiir
die Inhaltsmafizahl des von den drei Vektoren aufgespannten Spats:

Vspae=(@xb) - .

2. Vertauscht man im Produkt (@ x b)-C die Vektoren, so erhilt man wegen bxa= —axb:
(bx3)-=—(@xD)-<.

Bilden 7, b, < ein Rechtssystem, so bilden b, 3, < ein Linkssystem; das zugehérige Spatpro-
dukt ist dann negativ. Sind die drei Vektoren @, b und € linear abhiingig, also komplanar, so
»klappt“ das Spat ,,zusammen®; es gilt dann also

@xb)-S=0. Begriinde dies im einzelnen (Aufgabe 2)!
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Es gilt also der Satz

$109 Gilt (@xb)-¢>0, so bilden @, b, € ein Rechtssystem;
gilt (3 xb)- E=0 so sind @, b, ¢ komplanar;

— —

gilt (@ xb) +€<0, so bilden @, b, ¢ ein Linkssystem.

1

3. Wir haben unter 1. das von & und b aufgespannte Parallelogramm als Grundflache des
Spats betrachtet. Nach dem Grundsatz, ,was dem einen recht ist, ist dem anderen billig®,
konnen wir jedes andere Parallelogramm des Spats ebenfalls als Grundfliche auffassen; wir
haben nur zu beachten, daBl die Vektoren bei der Vertauschung nach wie vor ein Rechtssy-
stem bilden; das ist bei zyklischer Vertauschung von 3, B, ¢ der Fall:

wenn 7, b, € ein Rechtssystem bilden, bilden auch b, ¢, @ und ¢, @, b ein Rechtssystem;
dagegen bilden dann b, @ € und &, ¢, b und & b, @ jeweils ein Linkssystem.

Dies soll in Aufgabe 4 an Beispielen gezeigt werden. Mithin ergibt sich:

S$10.10 Fiir alle &, b, eV, gilt: @xb)-¢=(bxc)-a=(Cx7)-b.

Die im Spatprodukt auftretenden Vektoren @, b und ¢ sind also ,,zyklisch vertauschbar.
Wendet man bei (@x b)-S=(bx¢)-a rechts das Kommutativgesetz des Skalarproduktes an,
50 ergibt sich iiberdies: (@x b)-c=a-(b x ).

Es kommt also beim Spatprodukt nicht darauf an, welche beiden der drei Vektoren man
durch das Vektorprodukt verkniipft; man kann die beiden Verkniipfungszeichen ,,x“ und
,»+“ austauschen, wenn man nur den Zyklus a, g,?:' beibehidlt. Daher hat man fiir das
Spatprodukt eine abkiirzende Schreibweise eingefiihrt.

D10.2 Fiir alle @, b,Ce Ve, gilt: (&@,b,¢)=p@xb)- <
Nach Satz $10.10 gilt also: (@, b, ©)=(b, ¢, 3)=(C, 3, b).

4. Wir haben nun noch die Koordinatendarstellung des Spatproduktes zu ermitteln. Es gilt:

aby—azb, Cy
@ b,0)=(@xb)-C=|asb,—a,b,|-|c,
a;b,—a,b, Cs

=a,byc, —azb,c,+azb,c,—a,byc,+a,b,cy3—a,b,cs,.

Man fiihrt fiir diesen Term eine abkiirzende Schreibweise ein:

a; by ¢
@b,9)=la, b, c,l.
az by ¢

Man nennt einen solchen Term eine ,,dreireihige Determinante®. Diese ist nach einer Regel
von Sarrus dadurch zu berechnen, daBl man die sechs ,,Diagonalprodukte” bildet und addiert
bzw. subtrahiert. Um dies genauer zu erklédren, schreiben wir die beiden ersten Spalten der
Determinanten noch einmal neben die Determinante:

al\xi
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Die positiv zu nehmenden ,,Hauptdiagonalenprodukte“ (von links oben nach rechts unten)
sind dann: a,;b,c;, as;b;c, und a,bjcy;
die negativ zu nehmenden ,,Nebendiagonalenprodukte™ (von rechts oben nach links unten)
sind dann: ayb,c;, a,bsc, und a,b;c;.
Es gilt also:

(@ b,%=a,b,c,+a;b,c,+a,byc, —asb,c;—a; byc, —a, b,y

Dies stimmt mit dem obigen Ergebnis liberein.

2 1
Beispiel: a=| —1]: b= 1}; ¢
3 2

4 1 -3 3 1
@b,d9=|-1 1 2|-1 1
3 =2 3| 3 =2

=2 Lo 3 40 o2 B 1Bl — Ul —F) =35 Lol =BT+ 35 2— Bl — s
=6+6—4+6+8+3 =25.

I
S ey
|
W o N
L2

Nach einiger Ubung gelingt es, den Wert der Determinante auch ohne die beiden Hilfsspal-
ten zu ermitteln.

5. Man kann auch Vektorprodukte formal mit Hilfe einer Determinante berechnen, wenn
man in die erste Spalte (oder Zeile) die Basisvektoren €,, €,, €, hineinschreibt.

-2 3
Wir wiederholen das Beispiel von Seite 185 fiir 5'=( 1) und B=<2):

3 4
B —2 3

axb=|8 1 2|=48 —48,—9%8,—32,+6¢,+8%,
g, -3 4

Die Erfahrung zeigt, daB die auf Seite 185 erlduterte Regel nach einiger Ubung leichter und
schneller gehandhabt wird als die ,,Determinanten“-Regel.

6. Nach Satz S10.9 kann man mit Hilfe des Spatproduktes priifen, ob drei Vektoren @, b
und € komplanar sind oder nicht.

1 2 —4
Beispiel: a=( —3|; b=[—-1]; ¢=[ -3
2 -1 7

1 2 —4
@b,d)=|-3 -1 =3|=-7-12—-12—-8-3+42=0.
2 -1 7

Die drei Vektoren 7, b, € sind also komplanar; es gilt z.B. =23 +(—3)b.
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Ubungen und Aufgaben

1. Ermittle fiir die Vektoren @, B, ¢C das Spatprodukt: 1) aus der Koordinatendarstellung des
Vektor- und des Skalarproduktes, 2) mit Hilfe einer dreireihigen Determinante!

1 3 1 2 1 0

[RENE I RN
4 1 3 1 -3 3
o] 1 -3 3 4 4

<) §=< 2),6:(—1),8:(—1) d) 5:( 3),5’:(—1),8:(—6)
2 0 2 ={ 2 8

2. a) Zeige, daB fiir linear abhingige Vektoren 7, b, € gilt: (&, b, ¢)=(@ x b)-¢=0!
b) Untersuche, ob auch die Umkehrung dieses Satzes gilt!

a) a

3. Zeige, daB fiir die Basisvektoren €,, €,, €, gilt:
—h = - = — = = ¥ =P - = e =
(El,eza 63):(62763ael):(e31 €,€,)=1 und (gzy 61,63)=(81,e3, ez):@y €,,€;)=—1!

2 -2 1
4. a) Zeige geometrisch und arithmetisch: Die Vektoren §=(1), B=< 3) und 3=(3>
bilden ein Rechtssystem ! 0 0 2
b) Zeige, daB die Vektoren b,c @ und € &, b ebenfalls Rechtssysteme bilden!
c) Zeige, daB die Vektoren b,7, ¢ und 2,¢,bund ¢, b3 Linkssysteme bilden!

>

b
b
5. Untersuche, unter welchen Bedingungen gilt: (@, b, 9)=(b, g, 9)!

6. Bestitige an Hand der folgenden Beispiele die beiden in Satz S10.10 aufgefithrten Eigen-
schaften des Spatproduktes:
1) die Vektoren @, B, ¢ sind im Spatprodukt zyklisch vertauschbar;
2) die Verkniipfungen ,,x“ und ,,-“ sind vertauschbar; das Spatprodukt dndert sich
nicht.

2 3 1 1 0 1
a) z=(1),8=<0),8:<1) b) 5:(—1),8:(1), 8:(2)
0 4 1 1 2 2

7. Priife, ob die Vektoren @, b und ¢ komplanar sind! Falls 3, b und @ nicht komplanar
sind, ermittle, ob sie in der gegebenen Reihenfolge ein Rechtssystem oder ein Linkssy-

stem bilden!
7 5 3 4
a) a’:(~1>,8=< ),8:(2,5) b) a=< ) B=<—4>,8=<—2)

5 = = s 2 1
6 —1 —1
A el
2 0 g i

«
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Drei nicht komplanare Vektoren 8, b, Ce V; bestimmen ein dreiseitiges Prisma iiber dem
von @ und b gebildeten Dreieck. @, b und T bestimmen aber auch ein Tetraeder.
Zwischen dem Volumen V, des Prismas und dem Volumen V; des Tetraeders gilt die
Beziehung: VT:%VP.

a) Zeige, daB gilt: V;=1(@, E,E):%[@ b)-¢]!

b) Berechne das Volumen des von @, b, € aufgespannten Tetraeders!

3 0 0 2 =3 4
1) 5’:(0), B:(z), E:(o) 2) a'=<—1>, B:( 12), 6’:(10)
3 0 4 3 0 12

Zeige, daB fiir alle &, b, ¢e V, und fiir alle 1, s, teR gilt: (r&, sb, td) = (rst)(@, b, )!

Berechne die folgenden Determinanten und deute das Ergebnis geometrisch! Priife auch,
ob die Spaltenvektoren in der gegebenen Reihenfolge ein Rechtssystem bilden!
6 -1 2 —11 -6 5 1 1000 50 3 -5 4 a a —a
a) |5 =1 3| b) 1 62 ¢|0 -1 x| d)|7 2 -3] ela —a a
3 0-2 -3 23 0 0 1 4 3 -7 a —a —a

Beweise die Allgemeingiiltigkeit folgender Gleichungen und deute sie geometrisch!

a) @+r1b,b,¢)=(@@, b, ) (fiir alle &, b, €€V, und alle reR)
b) (@ b+sa,c)=(@,b,?) (fiir alle @, b, eV, und alle seR)
¢) @+rb,(1+1)b+a,)=(@,b,C) (fiir alle & b, eV, und alle reR)

Zeige: Sind drei Vektoren @, E,E’EV3 linear unabhidngig, so hat das lineare Gleichungssy-
stem @x+by+cz=d (mit deV,) die Losungen:

(d, b, ) @ d, 9 @ b, d)
@y TEb9 BCET)
Anleitung: Multipliziere beide Seiten der Gleichung mit bx ¢ (xa; axb)! Stelle die
Losungen in Determinantenform dar (Cramersche Regel)!

Lose nach dem Verfahren von Aufgabe 13 die folgenden linearen Gleichungssysteme!

a) x+y+z=2 b) x+y+z=1 ¢ x+2y— z=8 d) 2x+ y =20
AX=y—z2=2 Ax—y—z=1 A2x— y+ z=3 A 3y+4z=50
AX+y—z=4 AX+y—z=35 A X+ y—2z=T7 A 5X +62z=83

Beweise mit Hilfe des Spatproduktes folgende Sitze iiber dreireihige Determinanten !

a) Ist eine Spalte der Nullvektor, so hat die Determinante den Wert 0.

b) Sind zwei Spaltenvektoren kollinear, so hat die Determinante den Wert Null.

¢) Vertauscht man zwei Spaltenvektoren, so dndert die Determinante das Vorzeichen.

d) Wird eine Spalte mit einer Zahl multipliziert, so wird die Determinante mit dieser
Zahl multipliziert.

e) Ist ein Spaltenvektor ein Summenvektor, so ist die Determinante gleich der Summe
der mit den Summandenvektoren gebildeten Einzeldeterminanten.

f) Wird zu einem Spaltenvektor eine Vielfachsumme der anderen Spaltenvektoren ad-
diert, so dndert die Determinante ihren Wert nicht (vgl. Aufgabe 12a, b und c!)
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§ 11 Anwendungen des Vektorproduktes

I Geradengleichungen in Pliickerform

1. In §9,1 haben wir gesehen, daBl man eine Geradengleichung in Parameterform
X=X,+t2
durch skalare Multiplikation mit einem Normalenvektor i nur dann in die Normalenform
2-H=%,-&
umformen kann, wenn es sich um eine Gerade im R, handelt.
Liegt die Gerade in R;, so kann man den Parameter auf diese Weise nicht eliminieren, weil
zu einer Raumgeraden kein eindeutig bestimmter Normalenvektor gehort.

In diesem Falle gelingt es jedoch, den Parameter t dadurch zu eliminieren, da man die
Gleichung vektoriell mit dem Richtungsvektor @ multipliziert.

Durch Anwendung des Distributivgesetzes ergibt sich daraus: (X —X,) xa=0.

Diese Gleichung besagt, daBl die Vektoren
X —X, und 7 linear abhingig, also kollinear
sind (Bild 11.1), daB es also zu jedem Vek-
tor X, der der Gleichung

(X—X)x2=0
geniigt, (wegen a+0) cine Zahl teR gibt

mit ;
Bild 11.1

X—X,=ta, also X=X,+14.

Die Gleichungen ¥ =%, + 13 und (X —X,) x@=0 sind somit dquivalent, beschreiben also beide
jeweils dieselbe Gerade. Man nennt die Gleichung

Xxad=X,xa bzw. (X—X,)xa=0 eine ,,Geradengleichung in Plickerform* '),
Es gilt der Satz:
S11.1 Ist eine Gerade g durch einen Ortsvektor X, und einen Richtungsvektor a gegeben,
so gilt fiir die Ortsvektoren X der Punkte von g und nur fiir diese:

(X—%X,) xa=0.

') Julius Pliicker (1801 —1868), deutscher Mathematiker und Physiker; er lehrte in Halle und Bonn.
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2. Die Pliickerform ist als Gleichung zwischen Vektoren des R, die Zusammenfassung von
drei Zahlengleichungen. Die geometrische Bedeutung dieser Gleichungen wollen wir uns an
einem Beispiel klarmachen.

2 1
Gegeben: X,=| —1|; d=| 1| (vergleiche das Beispiel auf Seite 73!)
3 ~2
X 1 =2y— z 2 il -1
Esgilt: Xx3a=|y|x| 1|= z+2x |; Xoxa=|-1|x| 1}|=( 7).
Z -2 X—y 3 -2 3

Die drei Gleichungen der Pliickerform lauten also bei diesem Beispiel:

—2y—z=-1,
2x +z= 1,
und x—y = 3.

Bemerkung: Wir haben diese drei Gleichungen schon in §5,1 (Seite 73) beim gleichen
Beispiel durch Elimination des Parameters aus je zwei Gleichungen hergeleitet, aus denen
die Parametergleichung X=X, +td besteht. Dort konnten wir die geometrische Bedeutung
dieser Gleichung allerdings noch nicht vollstindig kldren.

Jede dieser Gleichungen 148t sich in doppelter Weise deuten: als Gleichung einer Geraden in
einer der drei Koordinatenebenen oder als Gleichung einer Ebene. So ist z.B. die dritte
Gleichung x —y=3 die Gleichung einer Geraden in der x-y-Ebene.

Schreibt man die Gleichung in der Form: x—y—0-z=3 1
so ist die Gleichung einer Ebene mit dem Normalenvektor i=| —1 |.
0

Dieser Vektor liegt in der x-y-Ebene; die
Ebene steht also auf der x-y-Ebene senk-
recht und schneidet diese Koordinatenebe-
ne in der Geraden zur Gleichung x —y=3.
Entsprechendes gilt auch von den beiden
anderen Gleichungen der Pliickerform. Die
Raumgerade g wird also in der Pliicker-
form

o ST
Xxa=X,xa

y
dargestellt durch drei Ebenen, die jeweils
auf einer Koordinatenebene senkrecht ste-
hen und die sich in g schneiden (Bild 11.2).
Man nennt die drei Ebenen ,,projizierende
Ebenen* und die durch die Projektion er- Bild 11.2

zeugten Bildgeraden

in der x-y-Ebene: ,,Grundrif*‘, im Beispiel: x —y=3;

in der y-z-Ebene: ,,Aufrifi, im Beispiel: —2y—z= —1,

in der x-z-Ebene: ,,Seitenrifi*‘, im Beispiel: 2x+z=7.
Die Darstellung einer Raumgeraden in der Pliickerform entspricht also der Grund-, Auf-
und SeitenriBdarstellung einer Geraden in der darstellenden Geometrie.
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Waihrend sich in der Regel drei Ebenen nur in einem Punkt schneiden, schneiden sich die
drei projizierenden Ebenen in der betreffenden Geraden. Dies bedeutet, dal die drei Glei-
chungen voneinander abhidngig sein miissen. In der Tat kann man durch Linearkombina-
tion von je zwei dieser Gleichungen die dritte herleiten, z.B.:

x—y = 3 |[-2
—2y—z=-1 [-(=1)

2x +z= 7

Man erhilt dadurch also die dritte Gleichung. Fiihre den Beweis allgemein (Aufgabe 4)!
Dieser Sachverhalt entspricht der aus der darstellenden Geometrie bekannten Tatsache, da
ein Gegenstand in der Regel schon durch Grund- und Aufri allein festgelegt ist und daf3
man aus ihnen den SeitenriB konstruieren kann.

Ubungen und Aufgaben

1. Eine Gerade g im Raum sei gegeben durch einen Ortsvektor X, und den Richtungsvektor
d. Stelle die Pliickerform der Geradengleichung auf, ermittle die Gleichungen der projizie-
renden Ebenen und der durch ihre Projektion erzeugten Bildgeraden (GrundriB, Aufrif3
und SeitenriB)! Fertige ferner eine perspektivische Zeichnung wie in Bild 11.2 an!

3 1 4 0 —2 4
) <1) _1) b %= 4)( 2) 0 ( 3),32(_2)
4 1 S -3 0 -1
3 —2 —4 2 1 =5
) (2 ( ) o ( ; <1) b3, (1)< 2)
—4 1 2 -1 1 -3

2. Eine Gerade im Raum sei durch zwei Punkte P, und P, gegeben. Ermittle die Pliicker-
form der Geradengleichung und die Gleichungen der drei projizierenden Ebenen!
a) Py(4[-1]3),  P,(—1[4]0) b) P;(015]3), P,(0]—4]-5)
¢) P(4]-31—-4), P,(1]5]2) d) P,(0[5]6), P,(4]3]0)

3. In der x-y-Ebene, in der y-z-Ebene und in der x-z-Ebene ist je eine Gerade angegeben.
Untersuche, ob sie Grundril3, Aufril} und Seitenri3 einer Geraden im Raum darstellen!

a) x+y=4 b) 2x— y=2 0 2x+ y= 1 0y m—tg=T
y+z=0 y+3z=1 y— z= 1 2y—3z= 4
) 2x+3z=3 4x42z=-2 x—6z=15

4. Zeige allgemein, daB sich aus zwei Koordinatengleichungen der Pliickerform die dritte
Koordinatengleichung herleiten 148t !

5. Von einer Geraden g im Raum sind zwei der drei Bildgeraden in den Koordinatenebenen
gegeben. Ermittle jeweils die dritte (fehlende) Gleichung und somit die Pliickerform der
zugehorigen Raumgeraden g!

a) x+2y=4 b) y—4z=7 c) x= 3y-—1 d) y=—x
2y— z=2 3x4+ y=3 z=—y+4 7= X




§11, II. Zur Normalengleichung einer Ebene 201

. Zur Normalengleichung einer Ebene

1. In §9,1 haben wir aus der Parametergleichung fiir eine Ebene
X=X, +ra+sb

durch skalare Multiplikation mit einem Normalenvektor © eine Normalengleichung
X -0 =X, -0 der Ebene hergeleitet. Allerdings erforderte die Ermittlung eines Normalenvektors
o aus zwei Spannvektoren @ und b eine relativ aufwendige Rechnung.

Mit Hilfe des Vektorproduktes konnen wir nun einen Normalenvektor der betreffenden
Ebene in cinfacher Weise ermitteln: T=a xb.

Multipliziert man eine Parametergleichung auf beiden Seiten skalar mit diesem Vektor 1, so
erhilt man wegen @-8=0 und b-B=0 die Normalengleichung X - B =%, - .

1 -3 1 -3 1
Beispiel: X,=( —2|; a= 1]; b=| —-1|; axb= 1|x| =1]= =2

— 2 2

— BN

4
8
2

2
Da es auf die Linge des Normalenvektors nicht ankommt, wihlen wir: n=| 4
1

1 2
Ferner ist: i’o-fi:(~2 4]=2-8-2=—_38.
~2 1 2
Mithin lautet die Ebenengleichung: X |4 |=—8 bzw. 2x+4y+z= —8.
1

2. Man kann die Normalengleichung einer Ebene in (wenigstens) drei verschiedenen Formen
schreiben; jede dieser Formen gestattet eine eigene geometrische Deutung.

1) X—X,)-0=0 bedeutet geometrisch, daB der Vektor 1 auf jedem in der Ebene gelegenen
Vektor X —X,, senkrecht steht (Bild 11.3).

X,
3
o]

Bild 11.3 Bild 11.4 Bild 11.5

2) X-@xb)=%,-@xDb), also (%,3,b)=(%,,3,b) bedeutet geometrisch, daB die von ¥,37,b

bzw. X,, 8, b aufgespannten Spate inhaltsgleich sind. Bild 11.4 zeigt, daB die beiden Spate

durch Scherung aufeinander abgebildet werden konnen.

3) R—%,)-@xb)=0, also (X=X, a, b)=0 bedeutet geometrisch, daB die Vektoren
g,

=35

X —X,, 8, b linear abhiéngig, also komplanar sind (Bild 11.5).
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Die Formen unter 2) und 3) zeigen, daB man die Normalenform einer Ebenengleichung auch
mit Hilfe von Determinanten schreiben kann. Wir erldutern dies am Beispiel von Seite 201.

-,

Zu 2): Die Gleichung (%, @, b)=(%,, 3, b) lautet in diesem Falle:

x =3 1 1 -3 1
y 1 —1|=[-2 1 -1|
z 2 3 |-2 3 12

Durch Ausrechnen der beiden Determinanten erhélt man:
2x+3z24+2y—z+2x+6y=2—-6—4+2+2—-12 < 2x+4y+z=-8 (vgl. Seite 201!)

Das gleiche Beispiel soll in Aufgabe 3 nach der Form 3) behandelt werden.

3. Ist eine Ebene ¢ durch drei Punkte P,, P,, P, mit dem Ortsvektoren X,,X,, X, gegeben, so

sind zwei unabhiingige Spannvektoren der Ebene @ und b z B. gegeben durch @=%,—%, und
b=X, —X,. Eine Gleichung der Ebene lautet in diesem Falle also:

3 —X) =K, X, —X,X;—X)) bzw. X—-X,,X,—X;,X;—X,)=0.

Genauso schnell gelingt es, diese Gleichung mit Hilfe des Vektorproduktes zu ermitteln.

1 -2 1
Beispiel: X,=( —3|; X,=| 0|; X,=( 2]|;
2 1 -2
-3 0
dann ist 2=X,—X,=| 3] und B=§3—?1= 5).
=7 —4

-3 0 - 17
H=E{><E=(5?2—)'(l)x(i'3—i'1)=< 3>x( 5):(_12);
1 — -1 —4 —15
-2 - 17
Probe: fz-ﬁ=< 0)-(—12
1 —15

Die Gleichung der Ebene lautet also: —7x—12y—15z=—1 bzw. 7x+12y+15z=1.

=14—15=—1.

Ubungen und Aufgaben

1. Eine Ebene ¢ sei durch einen Punkt P, und zwei nichtkollineare Spannvektoren @ und b
gegeben. Ermittle eine Normalenform der Ebenengleichung! Deute sie geometrisch auf ver-

schiedene Weisen! 1 3 2 3 4
a) Py(1]—1[2), 5:(—1), B:(o) b) 20:(—1>, a (—1), B:( 1)
0 -1

2 2 1

1 1 - =] ~3
¢) P,(0]—2/3), a=( 2),5’:(—1) d) 20:( 2),5:( 0),3:( 3)
= 0 4 7] =]

Il
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2. Gegeben sind drei Punkte P, P, und P, im Raum. Ermittle von der durch sie bestimmten
Ebene ¢ eine Normalengleichung!

a) P,(1]0]0), P,(0[1[0), P5(0[0[1) b) Pi(2|—1]4), P,(4]1]2), P;(1]5]3)
3. Behandle das Beispiel aus 1. (Seite 201) nach der Form 3) der Normalengleichung!

4. Verwende zur Ermittlung der Normalengleichung der Ebene ¢ Determinanten !

-1 4 0 0 2
2) Po(-2/013), 3= 0], b=(1 b) Zo=( 1], 3=(2], B=( -1
2 0 0 1 0

5. Lose mit Hilfe von Determinanten a) Aufgabe 1, b) Aufgabe 2!

. Lageuntersuchungen mit Hilfe des Vektorproduktes

1. In §9,III haben wir gesehen, daBl man den Abstand eines Punktes P, von einer Geraden g
im R, mit Hilfe des ,Projektionsverfahrens* nach der Formel d=|(X, —X,)-€,| ermitteln
kann. Hierbei wird das Skalarprodukt auf einen Normaleneinheitsvektor angewendet.

In Zhnlicher Weise gelingt es, den Abstand eines Punktes P, von einer Geraden g im R; zu
ermitteln, wenn man als Richtungsvektor der Geraden einen Einheitsvektor wahlt und das
Vektorprodukt bildet.

2. Eine Gerade g sei gegeben durch die
Parameterform X=X, +t&. Ein Punkt P, sei
gegeben durch den Ortsvektor X,. Wir er-
setzen zundchst die Richtungsvektoren @
durch den zugehorigen Einheitsvektor
L a
€, 7

Punktes P, von g (Bild 11.6):

Dann gilt fiir den Abstand d des

e Bild 11.6
d=I[X; —X|sina, !

wobei o die GroBe des Winkels zwischen den Vektoren X; —X,, und & bezeichnet. Fiigt man

noch den Faktor [€,]=1 hinzu, so erhdlt man nach der Definition des Vektorproduktes:

d=[%, —%,| [8,| sinoa=|(X, —%,) X &,

3. Die Pliickergleichung einer Geraden lautet:

R
¥xad=X,xa bzw. (X—X,)xa=0.
5

- o . . - a .
Ersetzt man & durch den zugehorigen Einheitsvektor ea=ﬁ, so erhélt man:
a

X —%,) x&,=0.
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Setzt man in X die Koordinaten eines Punktes der Geraden ein, so ist die Gleichung erfiillt.
Setzt man dagegen die Koordinaten eines Punktes P, ein, der nicht auf der Geraden liegt, so
erhédlt man statt des Nullvektors einen Vektor, dessen Betrag den Abstand des Punktes von
der Geraden angibt:

d=|(X,—Xp) x €.

1 2
Beispiel: Gegeben: X, = <~3) 5 i’o=< 1) : ?1'=( 3| (vergleiche Seite 175!)
-3 _

- —1
- e - 1
Dann gilt: X, —X,=| —4|; [&=)/11; &=— 3)
5 TR

—1\ (-1

1 1
& —R)xE=—xoe| =4 |x| 3|=—=
Vit\ ) Vi

Also ergibt sich:

d:%-]/lm—1+49=1/%=1/3%2,45-
11

-7

4. Ein Sonderfall liegt vor, wenn der Abstand einer Geraden g vom Nullpunkt bestimmt
werden soll. Wir setzen X, =0. Dann gilt:

d=|—X, x&,|=|X, X &,l.

2 3
Beispiel: Gegeben: )_('0:< 1); 5’=<_1)_
—1 4

2 3 3
1
Dann gilt: |a|=)/9+1+16=71/26; i’oxé'a:—l 1)x(-—1)=—(—11).
V26 s

Also ergibt sich:

d=i]/9+121 +25 =]/gz2,44.
]/26 26

5. In §5, IIT (Seite 83ff)) und in §7, IV (Seite 123f.) haben wir bereits erortert, welche Lage-
beziehungen zwei Geraden g, und g, haben konnen, die durch Gleichungen der Form

X=X,+ra und x=X,+sb

gegeben sind. Es kommt darauf an, ob die Vektoren & und b und gegebenenfalls auch noch
der Vektor X, —X, kollinear sind oder nicht.

In den meisten Fillen kann man unmittelbar erkennen, ob die Koordinaten zweier Vektoren
zueinander proportional, die Vektoren also kollinear sind oder nicht. Man kann diese
Untersuchung grundsétzlich aber auch mit Hilfe des Vektorproduktes durchfiihren; denn
Fxb=0 bedeutet, da3 @ und b kollinear sind, @ x 3#6, daB sie nicht kollinear sind.
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6. Gilt also fiir die Richtungsvektoren @ und b zweier Geraden @ xb=+0, so sind die
Geraden entweder windschief oder sie schneiden sich in genau einem Punkt P. Die beiden
Geraden liegen dann stets in den beiden parallelen Ebenen &, und ¢,, die durch die
folgenden Gleichungen gegeben sind (Bild 11.7):

X

o

’n?lm

S8
g: X=X
-
X=X

(+ra+sb bzw. (X-X,
=X,+rd+sb bzw. (X—X

e
—Xy)-

Diese beiden Ebenen konnen im Sonderfall auch identisch sein.

Ql Ol

X

gi

gy

Sind die Ebenen ¢, und ¢, voneinander ver-
schieden, so ist ihr Abstand zugleich der
Abstand der beiden windschiefen Geraden.
Dieser Abstand kann nach dem Projek-
tionsverfahren (vergleiche §9, III) leicht er-
mittelt werden. Man braucht nur den Ver-
bindungsvektor X, —X, der beiden Punkte
P, und P, in die gemeinsame Normalen-
richtung der beiden Ebenen zu projizieren.
Es gilt also:

b

xb| |’

ax
= (iz . ’_‘)1) |3_f

Beispiel : 0 Bild 11.7
1 1
Gegeben: g, durch X, = —3); a=| 2|;
2 -3

14 2
g, durch §2=( 4); B:(—3) (vergleiche Seite 176!)

13
Dann gilt: X,—X,=| 7];

1

xb|=71/81+36+49=1/166.

Somit ergibt sich:

” 13\ /9
. 5| | 1 17+42+7| 166

il 25220l 1 gl ‘ . +\ —1/166~129.
[axbl| | V166 V166
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7. Wenn die beiden Ebenen &, und ¢, zusammenfallen, dann schneiden sich die beiden
Geraden in einem Punkt P; dann ergibt sich aus der Abstandsformel: d=0.

8. In §5,11I, in §7,IV und in §9,1II haben wir ebenfalls schon untersucht, in welcher
gegenseitigen Lage eine Ebene und eine Gerade sich befinden konnen. Falls die Ebene in
Parameterform

X=X,+rd+sb

gegeben ist, kann man die Untersuchung mit Hilfe des Vektorproduktes vereinfachen: man
berechnet den Normalenvektor

—

"
=axb

und bringt die Ebenengleichung auf die Normalenform

-

X-n=X,-0.
Man kann aber auch mit dem Spatprodukt arbeiten.

Beispiele:

2 1 -2
1) Gegeben: ¢durch: o= 1|; a=|-2]; b=| 1];
-3 1 2

1 -1
g durch: X, =( 2) ; B= ( —4) (vergleiche Beispiel 2) auf Seite 125!)
-3 7

Wir untersuchen die Vektoren @, b und ¢ mit Hilfe des Spatproduktes auf lineare Abhingig-
keit. Wir konnten dies mit Hilfe einer dreireihigen Determinante (vergleiche Seite 194f.!)
durchfiihren. Da wir jedoch das Vektorprodukt @x b unten noch benétigen, ist es in diesem
Falle zweckmiBiger, die Definitionsformel des Spatproduktes, also (gx B) -G, anzuwenden. Es

ilt

8 1 ~ ~3 B i
axb=|-2]x =|-4]; @xb)-c=(-4]-| -4|=5+16—21=0.

1 - ~3 7

Also sind @, b und @ komplanar. Die Gerade verlduft also parallel zur Ebene oder liegt sogar
in der Ebene. Wir bestimmen den Abstand der Geraden von der Ebene mit Hilfe des
Projektionsverfahrens nach der Formel

SO S

=&, - )——r

x b

-
Es ist X, —X,= ( )—( ) ( )und [Exb|=1/25+16+9=1/50=5V/2.

2
1
3
Also gilt: d——— ——|=—==0,141.
( ) ( ) Sf

Ebene und Gerade verlaufen also parallel zueinander.

m I-‘Jl

W o =
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2 1 -2 1 —1
2) Gegeben ¢ durch: ?0:( 1| E:(—Z : E:( 1); g durch: ilz(o); 3:(—4)
-3 1 2 0 7

(vergleiche Beispiel 3) auf Seite 126!)

Es ergibt sich d=0. Die Gerade liegt also in der Ebene e.

-3 1 0 2 1
3) Gegeben ¢ durch: X,=| 1]; a=(—-2|; b=|—1]|; g durch: X, =| =3 |; S=| -1
1 -1 2 2 3

(vergleiche Beispiel 1) auf Seite 125!)

1 0 —5 5 1
Es ist ax6=(—2> x(—l):(—Z); (5><B)-8=(—2>. (-1):-6.
=4 2 | ] 3

Gerade und Ebene sind also nicht parallel, miissen sich also in genau einem Punkt schnei-
den. Zur Ermittlung dieses Punktes formen wir die Ebenengleichung auf die Normalenform
% R=%,- um.

—3 -5
X-n=X,-@xb)= 1| =2]=15-2-1=12.
1 -1

Die Gleichung der Ebene lautet also —5x —2y—z=12 bzw. 5x+2y+z=—12.
Wir setzen die Koordinaten der Geradengleichung

(]

in die Normalengleichung der Ebene ein:
5Q4+t)+2(—-3-t)+2+3t)=—-12 = t=-3.

Der Schnittpunkt zwischen Geraden und Ebene ist also festgelegt durch

2 1 —1
X=|-3|-3[-1|=| o]
2 3 -7
Probe an der Ebenengleichung: 5-(—1)+2-04+(—=7)= —12.

9. Wenn zwei Ebenen ¢, und ¢, in Parameterform gegeben sind, ist es in den meisten Fllen
zweckmiBig, mit Hilfe des Vektorproduktes zugehdrige Normalenvektoren ©;, und @, zu
bestimmen und die weitere Untersuchung — wie in §9 besprochen — an Hand der Normalen-
gleichungen

= I A - d = =¥ = —
X-n=X,-n; und X-n,=X,-0,

durchzufithren.
. . . . = . .
Die Ebenen sind parallel (evtl. sogar identisch) genau dann, wenn 1, x i, =0 ist; sie schnei-
. . . bree. g =% ¥,
den sich in einer Geraden genau dann, wenn n; xn, 0 ist.
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Ubungen und Aufgaben

1. Ermittle jeweils den Abstand des Nullpunktes und des Punktes P, von der Geraden g!

3 1 2 1 -2 -1

a) ?Iz(—l); g:§=<1)+t<2> b) i'l:( 3); g:i’0=< 1>,§2=( 3)
-1 2 1 -3 —1 1

1 3 0 ) 4 —4

c) il=<0>; g: i'z( 2)+t<3) d) 21:( 1); g:)_(oz( 1), i’2=< 4)
2 -2 2 3 -1 1

2. Drei Geraden bestimmen ein Dreieck ABC. Berechne die Hohen des Dreiecks!

) -8 <

3. Berechne den Abstand des Punktes P, von der Geraden durch P; und P,!
a) Pi(—1]—-1|-1), P,(012]-1), P;(2|2] -1)
b) P{(012]—3), P,(—1|6]—1), P3(3| —10|-9)

4. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden g, und g, werde eine Gerade g gelegt, die
senkrecht zu g, und zu g, verlduft. Berechne den Abstand des Nullpunktes und des
Punktes P; von dieser Geraden g!

4 1 —4 1
a) g,: §:<3>+r(0); g,: i’=< 3)+s(0); P, (5| —-2]-1)
2 0 —4 ]
0 1 —1 2
b) g;: i'=(2)+r (—1); g,: >_<'=( 1>+s( 0); P,(—2]0]1)
1 2 -1

5. Eine Gerade g im Raum sei durch ihre Bildgeraden in zwei von den drei Koordinaten-
ebenen (Grundril, AufriB und Seitenril) gegeben. Ermittle die Pliickergleichung der
Geraden g und berechne ihren Abstand vom Nullpunkt und vom Punkt P, !

a) x+y=1, z—x=2; P;(2|-1]1) b) x+y=0, 2z—y=1; P,(4|2|3)

=

6. Untersuche die gegenseitige Lage der beiden Geraden g, und g,! Berechne gegebenen-
falls ihren Abstand oder ihren Schnittpunkt und die GroBe ihres Schnittwinkels!

a) -5 3 b) 3 3 c) -1
o )_{=( 3)+s(—4); g, )_(’1:(—1>, 51:<—1); g, P,(4]-2]0), Elz(—Z);
4 0 4 2 |
-5 -6 3 45 2
- i’=< 3>+t< 8) oy 352:( 1), 5’2:( 1,5) g,: P,(6]—2]0), Efzz( 3)
iy 0 0 -3 -2
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10.

gQ

d) -2 g e) 1 —1 f) 12
glz)_{:( 1)+s(—2); g1:§=<—1>+s<—2); 0 P(4]—1]-3), Elz( 3);
3 1 3 1 4
-4 —4 6 il 6
g5 i':( 1)+t( 4) g,: §=<—2)+t(0> 20 Py(1]=2]=3), 5’2:(1,5)
3 -2 0 1 2
g 1 3 h) 2 —1 i) —§
&y ?:(0)-%5(—1); B i=<0)+s<~4); 1 P(2]3]D), 5'1=< 0);
1 2 1 3 1
1 —6 2 ~1 1
g, §2=(0), 32=( 2 ) i=<—1)+t< 0) Lt Py(1]—2]3), 5‘2:( 0)
2 1 -1 2

(4]

oQ

(4]
0Q

=1

. Die Punkte P, P,,P; und P, bestimmen ein Tetraeder. Berechne den Abstand des

Punktes P; von der Kante P, P, und die Abstdnde des Punktes P, von den Kanten P, P,
und P, P,!

a) P, (0 —1]1), P,(0[2]2), P5(—1]3]1), Py(1[2}4)

b) P,(4[—1]1), P,(3]2[1), P3(—2[0[2), P,(1]2|8)

. Zeige durch Abstandsberechnung, daf sich die beiden Geraden g, und g, schneiden!

Ermittle den Schnittpunkt und die GroBe des Schnittwinkels!

5 1 2 -1 5 1
a) g;: ?z(—l)—i—r(—Z); b) g;: )‘(’=<3), 5’1=( 2); ¢) g;: i’:(l)+t(—3>;
2 —1 1 1 2 -2
2 3 0 1
252 )_('=<—1)+t(0) (o )_('2=( 1), 5’2=( ) g, P(11312), Q(6]—2/0)
1 1 -1 3

. Ein Parallelflach habe die Grundfliche P, P,P; P, und die Deckfliche P;PgP,P,. Durch

P,, P, und durch P, P, sind zwei Fliachendiagonalen, durch P;, P, und durch P,, Py sind
zwei Raumdiagonalen festgelegt.

a) Ermittle die Punktkoordinaten der iibrigen Punkte, wenn gegeben sind: P,(0/0]0),
P,(3]010), P,(1]4]0) und P, (4| —1]3)!

b) Zeige durch Abstandsberechnung, daB sich die Raumdiagonalen durch P, P, und
durch P,, Py schneiden und ermittle den Schnittpunkt!

¢) Berechne die Abstinde zwischen den beiden genannten Flidchendiagonalen und die
Abstinde bei den Paaren aus einer Flachendiagonalen und einer Raumdiagonalen!

d) Ermittle die Hohe des Spats iiber der Grundfliche! Ist dieser Wert in friiheren
Aufgabenteilen bereits ausgerechnet worden?

Lose die in 9. gestellte Aufgabe fiir ein Parallelflach, welches durch die folgenden vier
Punkte bestimmt ist!

a) P,(2]0]0), P,(4]4|2), P4(0/6]2), P5(0|0]|6)

b) P, (1]1]1), P,(0[0[4), Ps(—3|3]5), Py(3|7|0)



210 §11, III. Lagenuntersuchungen mit Hilfe des Vektorproduktes

11.

12.

13.

14.

15.

Untersuche die gegenseitige Lage der Ebene ¢ und der Geraden g! Berechne den
Abstand der Geraden von der Ebene oder ihren Schnittpunkt und die GroBe des
Schnittwinkels !

()
N
o}

>l

Il
=
|
oW
P ———
+
-+
S
|
W N A
c~———
™
>l
Il
S
| |
W o= W
~ =

&

]

B

2 4 -5 if
f) g: )’(’1=<2),8:<—1); &: )‘(':( 4)+r(0>+s( 1)
0 1 -2 2 —3

Ein Parallelflach mit der Grundfldche P, P, P, P, und der Deckfliche P, P, P, P; ist durch
die vier Punkte P;(0]1]0), P5(4[5|2), Ps(—1]0]4), Ps(4| —1|5) festgelegt.

a) Berechne die Hohe des Parallelflachs, also den Abstand zwischen der Grund- und der
Deckfldache!

b) Berechne das Volumen des Parallelflachs mit Hilfe des Spatproduktes und der in a)
ermittelten Hohe!

c) Zeige, daB} die Kante P, P; zu der durch die beiden Raumdiagonalen P, P, und P, P,
bestimmten Ebene parallel verlduft! Berechne deren Abstand und benutze diesen zu
einer weiteren Berechnung des Parallelflachvolumens!

Lose Aufgabe 12 fiir ein Parallelflach, das durch die vier Punkte P,(0]/0]0), P,(4|0]0),
P,4(5]3|1) und P4(3]2]6) festgelegt ist!

Ein Tetraeder ist durch die Punkte A(2]0]0), B(4|6]| —1), C(0]4|2) und D(3|2|5) gegeben.
a) Verbinde die Mitten der beiden Kanten AB und AD und zeige, daB die Verbindungs-
gerade zur Seitenfliche BCD parallel verlduft! Berechne deren Abstand und vergleiche
ihn mit dem Abstand des Punktes A von der Seitenfliche BCD! '

b) Berechne das Tetraedervolumen mit Hilfe des Spatproduktes und mit Hilfe der Hohe
des Tetraeders iiber der Seitenfliche BCD!

Lose Aufgabe 14 fiir ein Tetraeder, das durch die vier Punkte A(1]0]4), B(—1|—3|—1),
C(3| —6]0) und D(3]3]1) festgelegt ist!




§11, I1I. Lagenuntersuchungen mit Hilfe des Vektorproduktes

211

16. Untersuche, welche gegenseitige Lage die Ebenen ¢; und ¢, zueinander haben! Bestimme
ihren Abstand oder ihre Schnittgerade und die GroBe des Schnittwinkels!

17.

18.

a) ¢,:

b) &;:

c) &

d) ¢;:

e) &;:

f) ¢;:

g) &

h) ¢,:

1
X=[ —1|+r
-2

R

-3 1 1
¥=(—5) +r(4) +s (0
4 0 5

a) Zeige fiir das von den vier Punkten A(—2|0/0), B(4|—2|2), C(6/4|4) und D(2]0]8)
gebildete Tetraeder, daB jeweils die durch drei Kantenmittelpunkte verlaufende Ebene zu
einer Seitenflache parallel ist!

b) Beweise den in a) nachgewiesenen Sachverhalt als allgemeingiiltige Aussage fiir jedes
von drei Vektoren @, b und ¢ aufgespannte Tetraeder!

)

-2
3);
—4

™

™

m™
[N

2

2t

-

: i':(—4
5

2

; i’=<—1
3

=3[

1
1
4

3 3 0
1], @,= o], b,=[ 1
2 1 -1

(i
(3

1
-1
-3

—3
0
3

) (B
RERE

0 Py =112), P,(2]4[ 1), P5(3[3|0)

() (.

0
4
5

Untersuche, ob die Punkte P,, P; und P, in der Ebene liegen, die durch die Punkte P,
P, und P; festgelegt ist! Welche Form hat ggf. das von P;, P,, P, und P, gebildete ebene
Viereck? Berechne ggf. die VolumenmaBzahl derjenigen Pyramide, die dieses Viereck
als Grundfliche und den Punkt P; (P) als Spitze hat!

Pl PZ P3 P4 PS PG
a) | (8]-2/0) (12]012) (816]4) (41412) (61—2[10) | (10]6]—6)
b) | (51714) (31312) (3151-2) A71-4) (1151 =4 | (=51914)
¢ | (2[0[1) (71313) ©I111) (4|-2|-1) (6[10]=5) | (16]2]1)
d | (51-310) O1=2|-1) (51111) (10[0[2) (51=71-1) | (13]2]0)
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19. Bestimme mit den Punkten von Aufgabe 18 jeweils eine Ebene ¢, durch die Punkte
P, P, und P; und eine Ebene ¢, durch die Punkte P,, P; und P! Untersuche jeweils die
Lagebeziehung der beiden Ebenen ¢; und ¢, zueinander!

20. Gegeben seien die Geraden

5 -2 8 4
glzi’=< 4)+r< 0); 25! i'=(—1)+s( 1);
—4 3 1 -3
-1 2 0 2
ga i’=( 2)+t<2); 2. )_('=(-8)+u( )
-1 3 -8 6

a) Untersuche, welche Geradenpaare sich schneiden und welche Paare windschief sind!

Berechne den Schnittpunkt oder den Abstand!

b) Die vier Geraden bestimmen paarweise zwei Ebenen, in denen sie liegen. Ermittle den

Abstand dieser beiden Ebenen! 6 =2 5 2

¢) Untersuche, ob die Geraden g5 zu X= (—2)+V< 0) und g zu i'=<6>+w(1>
1 3 2 0

ebenfalls in einer der Ebenen liegen, und ermittle ihren Abstand! '

IV. Ubergreifende Aufgaben

1. Ein Dreieck ABC sei durch die Punkte A(a|0]|0), B(0|a|0) und C(0|0a) mit a>0
bestimmt.
a) Berechne die Koordinaten des Schwerpunktes S des Dreiecks ABC!
b) Ermittle Gleichungen der Ebene & durch A, B und C in Parameterform und in
Normalenform!
¢) Ein Punkt P sei durch die Bedingungen festgelegt: S_ﬁLs; |SP|=%]/§a; O und P
liegen auf verschiedenen Seiten der Ebene ¢. Ermittle die Koordinaten von P!
d) Ermittle eine Gleichung der Geraden g, durch O und P in Parameterform! Wie grof3
ist der Winkel, den g, mit der positiven x-Achse einschliet?
e) Zeige, daBB die Pyramide ABCP ein regelmdBiges Tetraeder ist! Berechne das Volu-
men des Tetraeders!

2. Ein Tetraeder sei festgelegt durch die Punkte P,(0]—2|0), P,(3|1]1), P4(1]2]1) und
P,(1]1]3).
a) Zeige, daB das Dreieck P, P, P, gleichschenklig ist!
b) Berechne die GroBen der Innenwinkel dieses Dreiecks!
¢) Ermittle eine Normalengleichung der Ebene ¢, die durch die Punkte P,, P, und P,
geht!
d) Ermittle eine Gleichung fiir die Gerade g, die auf der Ebene ¢ senkrecht steht und
durch den Punkt P, geht!
e) Berechne den Schnittpunkt F zwischen der Ebene ¢ und der Geraden g und ermittle
die Linge |P, F|!
f) Kontrolliere das Ergebnis iiber |P, F| mit Hilfe der Normalengleichung von ¢!
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3. Drei Geraden seien gegeben durch:

(el e

a) Welche Lage haben die Geraden g; und g, und die Geraden g, und g, zueinander?
Ermittle ggf. die Schnittpunkte!

b) Berechne die Spurpunkte von g, in den Koordinatenebenen !

¢) Zeichne die Projektion der Geraden g, auf die x-y-Ebene!

—_ 00

4. Gegeben sind die Punkte P, (1]0[1), P,(2| —1|3) und P;(2]0|1) und die Ebene ¢, durch

()

a) Ermittle Gleichungen fiir die Ebene ¢, durch P, P, und P3> in Parameterform und in
Normalenform!

b) Bestimme eine Parametergleichung der Schnittgeraden g der beiden Ebenen ¢, und ¢,!
¢) Ermittle die Gleichungen von Grundri, AufriB und Seitenri3 von g!

d) Ermittle eine Normalengleichung der Ebene ¢;, die auf der Ebene ¢, in den Punkten
P, und P; senkrecht steht!

e) Bestimme die gegenseitige Lage von ¢, und &5!

5. Die Ebenen ¢, und ¢, seien durch x —3y+2z= —2 und 2x —y+z=3 bestimmt, ferner sei
P,(—3|3| —2) gegeben. Ermittle:
a) eine Parametergleichung der Schnittgeraden von ¢; und ¢,,
b) die GroBe o des Schnittwinkels zwischen ¢, und e,,
¢) die Pliickergleichung der Schnittgeraden,
d) die Abstinde des Punktes P, von ¢, von ¢, und von der Schnittgeraden!

6. Gegeben sind die Punkte P,(—1]|2|—3), P,(2]1| —3) und P;(1| —1| —3), ferner die Ebene
&, zZu 2x+y—3z=4. Ermittle:
a) eine Gleichung der Geraden g durch P; und P,;
b) den Abstand des Punktes P; von g;
¢) eine Gleichung der Ebene ¢,, die g enthdlt und auf der Ebene ¢; senkrecht steht!
Welche besondere Lage hat die Ebene ¢,?

-1 1
7. Gegeben seien die Gerade g, durch i’z( 5)+t <—1) und die Punkte P;(—1]—1|2)
und P,(—1]-3]|1). -2 1
a) Ermittle eine Gleichung fiir die Gerade g, durch P, und P,!
b) Berechne den Abstand der Geraden g; und g, und die zugehorigen LotfuBpunkte!
¢) Bestimme eine Gleichung fiir die Gerade g5, dieauf den Geraden g, und g, senkrecht steht!
d) Ermittle eine Parametergleichung fiir die Ebene ¢, die g, und P, enthilt!
e) Ermittle eine Normalengleichung fiir die Ebene e!
f) Berechne den Abstand des Punktes P, von der Ebene ¢!
g) Berechne die GroBe des Winkels, den ¢ und g, einschlieBen !
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8.

10.

11.

Gegeben sind die Punkte P,(1|0|—1), P,(2| —1]—3) und P5(1]1]2), die Ebene ¢, durch

1 1
2x—y+z=4 und die Gerade g zu i:( 2) +t ( —1).
-1 -3

a) Ermittle eine Normalengleichung fiir die Ebene ¢, durch P, P, und P;!

b) Untersuche die gegenseitige Lage von ¢, und ¢, zueinander und zur Geraden g!
Bestimme jeweils den Abstand oder das Schnittgebilde und die GroBe des Schnitt-
winkels! Ermittle ferner die Projektionen des Schnittgebildes in den drei Koordinaten-
ebenen !

. Gegeben sind die fiinf Punkte P,(6]—1|—28), P,(4|—2|-5), Q,(1]1|=2), Q,(—2|1|1),

Q;(2| —1[—5) und die Ebene ¢, zu x+3y+3z=4.

a) Ermittle eine Parametergleichung der Geraden g, durch die Punkte P, und P, !

b) Bestimme eine Gleichung der Ebene ¢, durch die Punkte Q, Q, und Q, in Parame-
terform und in Normalenform!

¢) Untersuche die gegenseitige Lage der Ebenen ¢, und ¢,, bestimme ihren Abstand

oder ihre Schnittgerade g, und die GroBe ihres Schnittwinkels! -5 3
d) Ermittle GrundriB, AufriB und SeitenriB der Geraden g, zu X= 0|+v 1!
3 -2

e) Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden g, und g,, bestimme ihren Abstand
oder ihren Schnittpunkt und die Grof3e des Schnittwinkels!

Gegeben seien die Punkte P (—2|1| —1), P,(1| —3|—2), P;(—3|1]2) und P,(5|1|6), ferner
die Ebene ¢, zu x—3y+2z=1.

a) Ermittle eine Normalengleichung fiir die Ebene &, durch die Punkte P, P, und P,!
b) Vom Punkt P, sei das Lot auf die Ebene ¢, gefillt. Ermittle eine Gleichung der
Geraden g, in der dieses Lot liegt!

¢) Untersuche die gegenseitige Lage von ¢, und g, und berechne den Abstand des
Punktes P, von der Ebene ¢, !

d) Zeige, daB sich die Ebenen ¢, und ¢, in einer Geraden schneiden, und ermittle eine
Gleichung fiir die Schnittgerade g, !

e) Ermittle Gleichungen fiir Aufri, GrundriB8 und Seitenril der Geraden g, !

f) Zeige, daBl man aus den Gleichungen fiir AufriB und Seitenril die Gleichung fiir den
GrundriB herleiten kann!

g) Ermittle die GroBe des Schnittwinkels zwischen ¢, und ¢, !

Gegeben seien die Punkte P, (—3|2| —1), P,(—5|1| —2), P5(5/1]0) und P,(4|2| —1), ferner
die Ebene ¢, zu 3x—y+2z=8.

a) Ermittle Gleichungen der Geraden g, durch P,, P, und der Geraden g, durch P;, P,!
b) Zeige, daBl g, und g, windschief sind und berechne den Abstand der beiden Geraden
mit Hilfe des 1) Projektionsverfahrens, 2) LotfuBpunktverfahrens!

¢) Untersuche die gegenseitige Lage von g, und ¢,, berechne den Abstand oder den
Schnittpunkt und die GroBe des Schnittwinkels!

d) Ermittle eine Gleichung der Ebene e,, die die Gerade g; und den Punkt P, enthilt!
Welche besondere Lage hat diese Ebene ¢,?

e) Untersuche die gegenseitige Lage der Ebenen ¢, und ¢,, berechne den Abstand oder
die Schnittgerade und die GroBe des Schnittwinkels!
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12.

13.

14.

15.

Die Punkte P,(1|0]—1), P,(2] —1]—3) und P,(1|1]2) bestimmen eine Ebene e, die
Gleichung 2x —y+z=4 eine Ebene ¢,.

a) Ermittle eine Normalengleichung fiir die Ebene ¢, !

b) Untersuche die gegenseitige Lage von ¢, und ¢,, berechne entweder den Abstand oder
die Schnittgerade und die GroBe des Schnittwinkels!

Die Geraden g, und g, seien festgelegt durch

0 -2
g+ Py(0[1]0), 51=(—1>; g,: P,(2]40), §2=< 0).
1 1

a) Zeige, daB die Geraden g, und g, windschief sind!

b) Die Ebene ¢ enthalte die Gerade g, und verlaufe parallel zu g,. Ermittle den Abstand
des Punktes P(4]6|5) von der Ebene ¢!

¢) Ermittle den Abstand der beiden Geraden g, und g, und bestimme eine Gleichung
der Geraden g, in der das gemeinsame Lot von g, und g, liegt!

d) Untersuche, ob es eine Gerade h gibt, die durch den Punkt P(6]2|8) geht und die
Geraden g, und g, schneidet!

2 2 1 -2
Gegeben seien g, zu X=|[9 | +r —3) und g, zu X=| =05 | +s| —1|.
0 6 9 6

a) Zeige, daB} die Geraden g, und g, windschief sind!

b) Bestimme fiir die Ebene ¢,, die g, enthilt und parallel zu g, verlduft, eine Parameter-
und eine Normalengleichung! Welche Schnittpunkte hat ¢, mit den Koordinatenachsen?
¢) Welchen Abstand hat die Gerade g; von der Ebene ¢,? Bestimme eine Gleichung der
Geraden g/, die beziiglich der Ebene ¢, spiegelbildlich zu g, liegt!

d) Durch die Geraden g, und g; ist eine Ebene ¢, bestimmt. Ermittle eine Gleichung
der Schnittgeraden der Ebenen ¢; und ¢, und die GroBe ihres Schnittwinkels!

Gegeben seien die Punkte P;(3|2|—1) und P,(7|—2|3), ferner die Gerade g zu

1 2 1 2 6
X=| —1]|+t| 0] undeine Ebene ¢, zu X=| 1 |+r| 1 |+s| —=3].
4 1 4 5 3

a) Ermittle eine Gleichung der durch g und P, bestimmten Ebene ¢, und eine Gleichung
der Schnittgeraden gy der Ebenen ¢; und ¢, !

b) Bestimme eine Gleichung der Ebene ¢;, die auf der Schnittgeraden gg senkrecht steht
und durch P, geht!

¢) In der Ebene ¢, sei h diejenige Gerade, die parallel zu y-z-Ebene verlduft und durch
den Punkt Q(4]7|2) geht. Ermittle eine Gleichung von h, berechne ihren Abstand vom
Nullpunkt und zeige, daB die Ebene ¢,, die den Punkt P, enthdlt und auf h senkrecht
steht, auch den Punkt P, enthilt!

d) Zeige, daB alle Ebenen der Schar ¢(k): 2—k)x+8y+(4+2k)z=10+3k (mit keR)
die Schnittgerade gg von ¢, und ¢, enthalten! Ermittle die Werte k; und k,, fiir die sich
die Ebenen ¢, und ¢, ergeben!

¢) Berechne ke R so, daB3 die Ebene ¢(k) auf der Ebene ¢, senkrecht steht!
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16.

17.

18.

19.

Gegeben sind eine Gerade g, eine Ebenenschar ¢(k) und eine Ebene ¢, durch:

7 0 0 2 2
g: X=[22|+t[23]; ek): X=| =2 |41 =3 |+s|k+5]|; ¢&:3x—2y+62z=28.
0 6 4 -2 1

a) Ermittle eine Gleichung der Ebene ¢, durch g und den Punkt P(4|—8|0)!

b) Berechne den Abstand des Punktes Q(7|—1|9) von der Ebene &, und ermittle den
Spiegelpunkt Q" von Q beziiglich der Ebene ¢, !

¢) Bestimme eine Gleichung der Schnittgeraden gg von ¢, und ¢,! Berechne ferner die
Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden g und gg!

d) Die Ebenen der Schar ¢(k) enthalten eine gemeinsame Gerade. Bestimme eine Glei-
chung dieser Geraden und zeige, daB sie auch in der Ebene ¢; zu 14x—6y+23z=104
liegt! Ist &5 in der Schar ¢(k) enthalten?

Drei Ebenen seien gegeben durch ¢;: 3x+4y+3z=24, ¢,: x—2y+z=8 und
&30 —12x+4y+3z=24.

a) Untersuche die wechselseitige Lage der Ebenen zueinander!

b) Bestimme ggf. die Schnittgeraden von ¢, und ¢, und von ¢, und &;! Kann man iiber
die Lage dieser Schnittgeraden eine Aussage machen?

¢) Untersuche die gegenseitige Lage der ermittelten Schnittgeraden !

d) Ermittle die Gleichungen der Spurgeraden der Ebene ¢, in den Koordinatenebenen !

Gegeben sind zwei Ebenen ¢,, ¢, und eine Ebenenschar g(k) mit keR durch:

&0 —2x+y—z=—4; & x+y+2z=8; ek): 2x—y+kz=4.

a) Untersuche, flir welche Werte von keRR sich die Ebenen der Schar mit ¢; und ¢, in
genau einem Punkt schneiden? Ermittle den Schnittpunkt! Welche besondere Lage hat
der Punkt?

b) Untersuche den Zusammenhang zwischen ¢(k) und ¢, bzw. ¢, in den Fillen, die in a)
ausgeschlossen werden! Bestimme jeweils die Schnittgebilde!

¢) Ermittle die Projektionen der in b) ermittelten Geraden in den drei Koordinatenebe-
nen!

Gegeben sei die Ebene ¢; durch x —y—z=2.

a) Ermittle die Gleichung der Ebene ¢,, die auf ¢, senkrecht steht und durch die Punkte
P, (0[1|1) und P,(2| —1|1) geht!

b) Ermittle die Gleichung der Schnittgeraden g, von ¢, und ¢, !

¢) Eine Ebenenschar e(k) mit kelR sei gegeben durch (k—1)x+(k+1)y+z=k-2.
Zeige, daBl g, in jeder Ebene der Schar liegt!

d) Welche Paare aus der Ebenenschar ¢(k) stehen aufeinander senkrecht?

e) Ermittle eine Gleichung fiir die Gerade g,, die auf g, senkrecht steht und durch den
Punkt P;(3| —2|0) geht!
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§ 12 Kreis und Kugel

l Die Gleichungen von Kreis und von Kugel

1. Ein Kreis ist definiert als die Menge aller Punkte einer Ebene ¢, die von einem Punkt M

_dieser Ebene die gleiche Entfernung r haben; man nennt M den ,,Mittelpunkt* und r den

,,Radius des Kreises‘. Wir bezeichnen einen Kreis kurz mit ,K(M; r)“, gelesen ,,Kreis um M
mit dem Radius r* (Bild 12.1).

.. K(M,r)

0 X

|
|
|
|
|
|
|

Bild 12.1 Bild 12.2

Entsprechend ist eine Kugel definiert als die Menge der Punkte im R;, die von einem Punkt
M die gleiche Entfernung r haben; man nennt auch hier den Punkt M den ,,Mittelpunkt‘
und r den ,,Radius der Kugel®. Wir bezeichnen auch eine Kugel mit ,,K(M; 1), gelesen
»Kugel um M mit dem Radius r* (Bild 12.2).

Ob mit K(M;r) ein Kreis oder eine Kugel gemeint ist, ergibt sich jeweils aus dem Zusam-
menhang.

Beachte: Unter einem ,,Kreis* verstehen wir also die Kreislinie, nicht etwa die Kreisfldache;
unter einer ,,Kugel“ verstehen wir eine Fliche, nicht etwa einen Korper; man spricht
manchmal auch von der ,, Kugeloberflache®.

2. Fiir alle Punkte P, die auf einem Kreis bzw. auf einer Kugel liegen, haben die Pfeile M P
die gleiche Lange r: M P|=r. Erfiillt umgekehrt ein Punkt P diese Bedingung, so liegt er auf
dem Kreis bzw. auf der Kugel; es gilt also:

PeK(M;1) < |[MP|=r.

Wie die Bilder 12.1 und 12.2 zeigen, 148t sich fiir jeden Punkt P auf K der Vektor zum Pfeil
MP durch die Differenz X —X,, der beiden Ortsvektoren X,, zu M und X zu P darstellen.

Es gilt also: |[X—Xy|=r.

Daraus ergibt sich durch Quadrieren [X —Xy|?>=r? und nach Satz S8.1: (X —X,)) - X —X,) =12
Zur Abkiirzung der Schreibweise machen wir von jetzt ab von der Vereinbarung Gebrauch,
statt @ -2 kurz a* zu schreiben; dann gilt fiir alle Punkte des Kreises bzw. der Kugel:

X—Xp?=r2
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Fiir den Sonderfall, dal3 der Mittelpunkt des Kreises bzw. der Kugel der Nullpunkt des
Koordinatensystems, also Xy, =0 ist, ergibt sich daraus:

Xr=r2

Damit haben wir gezeigt:

S12.1 Ein Punkt P mit dem Ortsvektor X liegt genau dann auf dem Kreis bzw. auf der
Kugel K(M; r), wenn gilt:

F=%y)?=1%

Diese Gleichung heifit daher ,,Kreisgleichung* bzw. , Kugelgleichung*.
Ist M der Nullpunkt des Koordinatensystems, so lautet die Gleichung:

X2=r2

Bemerkung: Man kann die allgemeine Kreis- oder Kugelgleichung (X —Xy)?=r? auf den
Sonderfall X*=T dadurch zuriickfiihren, daB man eine Verschiebung mit dem Vektor Xy
durchfiihrt. Daher nennt man (X —Xy)?=r? auch die ,,Verschiebungsform* und X*=r? die
», Ursprungsform** der Kreis- bzw. Kugelgleichung.

Beachte, daB3 mit einer solchen Gleichung in zwei Variablen nur Kreise erfait werden, die in
der x-y-Ebene liegen, nicht aber Kreise, die irgendwo im R liegen!

3. Kreis- und Kugelgleichung unterscheiden sich in der vektoriellen Schreibweise nicht. Der
Unterschied besteht nur darin, daBl in einem Falle P und M Punkte einer Ebene (des R,), im
anderen Falle dagegen des Raumes (des R,) sind. Ubertriigt man die Gleichungen in die
Koordinatenschreibweise, so wird der Unterschied sichtbar. Diese Gleichungen lauten:

Verschiebungsform Ursprungsform
Kreis (x—xy)? +(y —yp)? =12 % 4y2 =it
Kugel (x =Xy +(y —yw)? +(z—2y)* =12 x24+y24z2=r2

Beispiele:
1) Die Gleichung des Kreises um M(—2|5) mit r=3 lautet: (x+2)>+(y —5)>=9.
2) Die Gleichung der Kugel um M (4| — 1| —3) mir r =6 lautet: (x —4)? +(y + 1)* +(z+ 3)*=36.

4. Durch Ausmultiplizieren der Gleichungen der beiden vorstehenden Beispiele erhédlt man:

u1): (x2+4x+4)+(y>—10y+25)=9 < x>+y>+4x—10y+20=0;

m2): (x2=8x+16)+(y>+2y+1)+(22+62+9)=36 <« x>+y>+2z>—8x+2y+6z—10=0.
Man kann diese Gleichungen auch vektoriell schreiben:

-8
5 4 - =
zul): X‘+( )-x+20:0; u 2): x~+< 2>-x—10=0.

—10 6
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Ist umgekehrt eine Gleichung in dieser Form
X*+p-X+q=0
gegeben, so stellt sich die Frage, ob es sich um eine Kreis- bzw. eine Kugelgleichung handelt.

4
Beispiel: X*+ | —6|-x—12=0, also: x>+y?+2z*+4x—6y—12=0.
' 0

Wenn es sich hier um eine Kugelgleichung handelt, dann muB sie sich durch Aquivalenzum-
formungen auf die Form

2__22

(x—xp)* +(y =y’ +(z—2)° =T

bringen lassen. Es liegt nahe, bei den einzelnen Variablen das Verfahren der quadratischen
Ergdnzung anzuwenden. Wir erhalten:

(K+4x+H+ 2 —6y+N+27=12+449 < (x+2)?+(y—3)>+(z—0)*=25=5%

Dies ist also in der Tat die Gleichung einer Kugel um den Mittelpunkt M(—2|3]0) mit dem
Radius r=35.

5. Allgemein konnen wir das am Beispiel durchgefiihrte Verfahren folgendermalen beschrei-

ben. Die quadratische Ergidnzung zur Gleichung
X?+p-X=—q

2
lautet in vektorieller Form: (g) . Man erhilt:

2 2 D 2
2453+ (5) = (5) —a = (3+3) = (3) -
P X+(2) ;) ~4 = ) TR) ¢

Diese Gleichung ist genau von der Form (X —Xy)*>=r?, wenn (g) —q>0 ist.
In diesem Falle gilt fiir den Mittelpunkt M: Xy, = ~g

—

2
und fiir den Radius: r= (g) —q.

Damit haben wir gezeigt:

S12.2 Eine quadratische Gleichung der Form X?>+p * X+q=0 ist genau dann eine Kreis-

= 2
bzw. Kugelgleichung, wenn (g) —q > 0 ist. Mittelpunkt M und Radius r sind dann
bestimmt durch:

o, =
i’M=—l—2) und r=]/(§) —q.

—

2
Bemerkung: Gilt (E) =q, so ,schrumpfen“ der Kreis bzw. die Kugel auf einen Punkt, den

2
Mittelpunkt, zusammen.
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Beispiele: y

=y

2 P | 29
1 =) =—(4+ =
(_5),aso (2) 4( 2 4

2
. p 29 24 5
Al \z) —q=——+==
so gilt (2) 177271
Die Gleichung stellt also einen Kreis mit

2 _l( 2) andr=V3 dar (Bild 12.3).
2\—s 2

—

>0.

4
2) )‘(2+(—2>-3€+16=0. Bild 12.3
6

5[0\ . BV B\’
Esist == —1 |, also (—) =4+1+4+9=14. Also gilt: (f) —q=14—-16=—-2<0.
2 3 2 2

Also wird durch diese Gleichung keine Kugel dargestellt.

Ubungen und Aufgaben

1. Ermittle zum Kreis K(M; r) Gleichungen nach den Sdtzen S12.1 und S12.2!
a) M(1|2); r=5 b) M(—-2|3); r=10 ¢) M(—6|-3); r=13
Liegen A(6]2), B(4]| —5), C(6] —3), D(4| —2) und E(8|3) auf, innerhalb oder auBlerhalb der
Kreise K(M; r)?

2. Ermittle zur Kugel K(M; r) Gleichungen nach den Sdtzen S12.1 und S12.2!
a) M(—2[1]3); r=3 b) M(—2]0]3); r=9 c) M(1|—4|4); r=17
Liegen A(—1|3|1); B(2]|1|=5); C(3|—1|—=2); D(—3|—1]5); E(—1|2|1) und F(6|—4|2)
auf, innerhalb oder auBerhalb der Kugel K(M; r)?

3. Handelt es sich bei den folgenden Gleichungen um Kreis- bzw. um Kugelgleichungen?

—8

4\ 12 2 0
d [3+] -3 ] —81=0 e X>—| 0]-%+5=0 f) X2—[ 6|-X+16=0
2 - -

g) x*+y*+8y+20=0 h) x> +y?+6x—4y=3 i) x2+y*+22—2x+8y—4z=4

~4
_ 8
&) iz—( 2)-?+21=0 b) zz—(lo).z+45:o 0 ?2+( 6>-¥+4=0

) xX2+y*4+z2—8x+4y—6z=-29 k) x2+y?+2z>—4x+2y+4z+10=0
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4.

10.

11.

12.

13.

14.

Eine Kugel um den Nullpunkt geht durch den Punkt P. Ermittle die Kugelgleichung und
untersuche, ob die Punkte A(4|8|—1), B(4]12]—3), C(0|12]—5), D(—2/4/—4) und
E(2| —6| —3) auf, innerhalb oder auBerhalb der Kugel liegen!

a) P(2]—6]3) b) P(—12|3|—4) c) P(—4]-1]8) d) P(—42|4).

. Gegeben ist die Kugel zu x*+y?+2z2—2x+14y—4z=67. Bestimme die fehlende Koor-

dinate des Punktes P so, daB P auf der Kugel liegt!
a) P(—1)2|2), z>0 b) P(7|y|4), y>0 ¢) P(x|—5|8), x<0

. Von einer Kugel ist ein Durchmesser AB gegeben. Ermittle die Gleichung der Kugel in

Koordinatenform und in Vektorform!
a) A(10|—4[11), B(—6|—6|3) b) A(5]—4]7), B(1|8]1)

. Bestimme Mittelpunkt und Radius des Umkreises des Dreiecks ABC!

a) A(7]0), B(=5[0), C(=7|-2) b) A(-2|-2), B(4]6), C(5|-1)

. Ermittle die Gleichung des Kreises, der durch A(—1|—8) geht und die x-Achse im Punkt

B(3|0) beriihrt! Geht der Kreis durch C(6|—1)?

. Ermittle Mittelpunkt und Radius eines Kreises, der

a) beide Koordinatenachsen beriihrt und durch P(1|8) geht,
b) die x-Achse beriihrt und durch A(—1|—1) und B(6| —8) geht,
c¢) die y-Achse beriihrt und durch A(8|5) und B(1| —2) geht!

Ein Kreis geht durch die Punkte P und Q, sein Mittelpunkt hat von der x-Achse den
Abstand a. Ermittle die Kreisgleichung!
a) P(-2/0), Q(6/0); a=3 b) P(—2|-1), Q(5]6); a=2 ¢) P(516), Q912); a=2

Wie lauten die Gleichungen aller Kugeln, die eine der drei Koordinatenebenen im
Nullpunkt beriihren und den Radius r=6 haben?

Beschreibe durch eine Ungleichung die Mengen aller Punkte, die 1) innerhalb und 2)
auflerhalb des Kreises (der Kugel) liegen!
a) x> +y?—2x+4y—1=0 b) x24+y2422—4x+8y—2z=0

Untersuche, in welchen Gebilden die Kugel die drei Koordinatenebenen schneidet !
a) M(—6|—-2|3), =7 b) x> +y*+2z2—4x+6y—8z=29

8\ 12 8 —4
¢) [i— -6 } =36 d) X°4+| —6|-X+16=0 e) X2+ 6]-X=0
-2 0 —-12

Welche Punktmengen werden durch die folgenden Aussageformen beschrieben?

a) x>+y?—2x4+2y—13>0 b) x2+y2+4x+6y—12>0

©) x*+y?4+2z2-2x+8y—4z<4 d) x> +y?+22—4x—12y+62+45>0
e) x2+y2+z%2<144 A x>0 f) x2+y*+22-81>0 A x<0 A y>0
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15. Kreise (Kugeln) heiBen ,konzentrisch“, wenn sie denselben Mittelpunkt haben. Untersu-
che iiber die vektorielle Verschiebungsform, welche Bedingungen die Zahlen a,, a,, b, b,,
¢y, ¢,, d,; und d, erfiillen miissen, damit die Kreise bzw. die Kugeln konzentrisch sind !
a) x>+y*+a,;x+b,y+d,; =0 b) x>+y2+z2+a, x+b;y+c,z+d, =0

x*+y*+a,x+b,y+d,=0 x2+y2+z2+a,x+b,y+c,z+d,=0

16. Eine Kugel hat den Radius r, sie beriihrt die x-y-Ebene und die x-z-Ebene und verlduft
durch den Punkt P. Ermittle die Verschiebungsgleichung der Kugel! Liegt die Kugel
im I. Oktanten? a) r=9, P(6/5|2) b) r=13, P(5/9]1)

17. Zwei Punkte P, und P, im R, sind gegeben durch die Ortsvektoren X, und X,.
a) Zeige, daB durch die Gleichung (X —X,) - (X —X,)=0 ein Kreis beschrieben wird!
b) Driicke Mittelpunkt und Radius durch X; und X, aus!
¢) Welcher Lehrsatz wird durch die Gleichung (X —X,) - (X —X,) =0 ausgedriickt?
d) Interpretiere die Gleichung (X —X,) - (X —X,)=0 fiir Vektoren des R, !

. Schnittpunkte von Geraden mit Kreisen und mit Kugeln

1. Eine Gerade kann sowohl mit einem Kreis wie mit einer Kugel zwei Punkte, einen Punkt
oder gar keinen Punkt gemeinsam haben (Bilder 12.4 und 12.5). Man spricht in diesen Féllen

von einer ,,Sekante‘, !) einer ,,Tangente“ 2) oder einer ,,Passante®. >)

Bild 12.4 Bild 12.5

Wir wollen im folgenden untersuchen, wie sich diese drei Félle rechnerisch unterscheiden
und wie man gegebenenfalls die gemeinsamen Punkte berechnen kann.
2. Die Gerade sei gegeben durch eine Parametergleichung der Form
X=X,+1d
und der Kreis (bzw. die Kugel) durch eine Gleichung der Form

(X=X =1%

1) secans (lat.), schneidend;  2) tangens (lat.), beriihrend; %) passant (frz.), voriibergehend
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Die Koordinaten der Schnittpunkte miissen beide Gleichungen erfiillen; daher muf gelten:
Ky +td —Xp) > =12 < [ta+ (X, —Xy)]* =12
< B2 +2(R, Xy Tt + (X, —Xy)? =12
< BH2(X, Xy at+ (X, —Xy)? —12=0.

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir den Parameter t. Je nach dem Wert der Diskrimi-
nate dieser Gleichung kann die Gleichung zwei Losungen, eine oder keine Losung haben.
Dies entspricht den drei moglichen Fillen, daB die Gerade eine Sekante, eine Tangente oder
eine Passante sein kann.

3. Wir behandeln einige Beispiele.

0 . .
1) Gegeben: Kreis mit X, = ; r=5 und drei Geraden g,, g, und g, mit
M 0 1 2 3

T | R (NS

a) Mit @3=2, X2=5 und X, - @, = —3 erhilt man fiir t die Gleichung:
2t2—6t-20=0 < t*—3t—10=0 < t=5vt=-2.

4
Aus der Geradengleichung ergeben sich fiir die Schnittpunkte die Ortsvektoren 5(4:( 3)
und x5= (

4). Die Gerade g, ist eine Sekante des Kreises (Bild 12.6).

b) Mit a7 =25, X3=50 und X, - &, =25 erhiilt man:
25t24+50t+25=0 <= t?4+2t+1=0 <= t=—1.
Fiir den Schnittpunkt ergibt sich: X = (i) Die Gerade g, ist eine Tangente an den Kreis
mit dem Berithrungspunkt P,(3/4) (Bild 12.7).
¢) Mit @2=2;X%=41 und X, -a,= —1 erhdlt man: 2t> =2t +16=0 < t>*—t+8=0.

Es gilt D:%—8<0; die Gleichung hat keine Losung; daher ist die Gerade g, eine Passante

des Kreises (Bild 12.8).

AY Y Y

50

P,

9

Bild 12.6 Bild 12.7 Bild 12.8
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3 1 4
2) Gegeben: Kugel mit )_(’M:(-1>, r=7; Gerade mit §0=<—1), 5=(3).
2

=2 2

Mit a%=29; (X, —Xy)> =20 und (X, —X,y) - 2=0 erhilt man:

29t —29=0 = t’=1 < t=1 vt=—1.

3 -3
Daraus ergibt sich fiir die Schnittpunkte: X,=(2| und 7_(2:(—4>; die Gerade ist eine
Sekante der Kugel. 4 0

4. Wenn die Gleichung einer Geraden in g |y
der Koordinatenebene in der Normalen- PAAZ
form gegeben ist, dann kann man daraus T g
eine Parametergleichung fiir die Gerade er-
mitteln und das oben beschriebene Verfah- =
ren anwenden. Man kann aber auch mit der
Normalengleichung selbst arbeiten. -6 M

<Y

Beispiel : |
Gegeben: K: (x—4)2+(y+6)> =64
g: 3x+y=-2

Es gilt: 3x+y=-2 < y=-3x-2. P Bild 12.9
Durch Einsetzen in die Kreisgleichung erhédlt man:
(x—4)>?+(—3x+4)>°=64 < x>—32x—32=0 < x=4 vx=-08.

Aus der Geradengleichung erhidlt man die Ortsvektoren fiir die Schnittpunkte:

4 —0,8
§1=(_14) und 22:( 0’4) (Bild 12.9).

Ubungen und Aufgaben

1. Ermittle die Schnittpunkte zwischen Gerade g und Kreis K!

- -3 =2 =3 8 =3 -9
a) g: x=t( 4), K: xX*=25 b) g: x:( 2>+t( ); K: x*=34

¢ g ¥= (;)—H(:) s [;_(—i)
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2.

10.

Ermittle die Schnittpunkte zwischen Gerade g und Kugel K!

4 1 —1\17?

a) g: )_<'=(~6>+t(—1>; K: [Y—( 8)] =169
8 1 2
1 4 —6

b) g: i’=(—l)+t(3>; K: )?24-( 2)-?335
2 2 4

. Berechne die Schnittpunkte zwischen Kreis (Kugel) K und Geraden g!

a) K: x?+4x+y*—-2y—5=0; g;: 3x—y=5; g,: x+3y+9=0

b) K: M(0]|0]0), r=11; g durch A(6]10]|0) und B(6]|9|2)

) K: M(=9/6|—10), r=17; g durch A(3]0|5) und B(3|—7|8)

d) K: x>+y?>+2z2—6x+4y+122+40=0; g: durch A(1|—6|—3) und B(1|—5|—5)

. Durch die Schnittpunkte zwischen der Geraden g und dem Kreis (der Kugel) K wird

eine Sehne bestimmt. Berechne ihre Lange und ihren Mittelpunkt!

a) g: 2x—y—5=0; K:x*+y%*=25 b) g¢ —x+3y—5=0; K: x?+y?=5
¢) g durch A(6]2]9) und B(6]0]10); K: x*+y?+2z>=121

d) g durch A(4]—5]9) und BQ2|1|1); K: M(-2|1]3), r=7

+t2 und eines Kreises K zu (X —X,,)*=r? hergeleitet. Zeige, daB fiir den Sonderfall
T2l

9,
: ; ; S =
w=0 eine Tangente genau dann vorliegt, wenn gilt: X382 —(X, - 8)> =r?a>!

. Gegeben sind der Kreis zu X>=400 und ein Punkt P(16]y) auf dem Kreis mit y>0.

2
Durch P ist eine Sekante zu legen, die zu der Geraden zu (4) -X=14 parallel ist. Wie
lautet die Gleichung der Sekanten?

0 4
b) Fiir welche Werte von s sind die Geraden Sekanten, Tangenten oder Passanten an die
Kugel zu X*=16? Ermittle die Gleichungen der Tangenten !

: s —1
. a) Begriinde, daB durch die Gleichung X= <—s> +t< 1) fiir seR eine Schar paralle-

ler Geraden gegeben ist!

0 1

0 0
a) Fiir welche Werte von s sind die Geraden Sekanten, Passanten oder Tangenten?
b) Ermittle die Gleichungen der Tangenten!

2
. Gegeben ist die Kugel zu [?—(5)] =9, ferner die Geradenschar zu X=t (s) mit selR.

0

. Untersuche, welche Geraden aus der Schar zu X=t (s) mit se R Sekanten, Tangenten

1
oder Passanten an die Kugel zu x> +y*+2z*—8y—6z+16=0 sind!

Ermittle eine Bedingung fiir die Mittelpunkte aller Sehnen, die der Kreis zu X*=100 aus

der Geradenschar zu (—i> .X=s fiir se R ausschneidet!
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11. a) Begriinde, daB durch die Gleichung zu 1 - X=s fiir se R eine Schar von untereinander
parallelen Geraden gegeben ist!
b) Fiir welche Werte von se R sind die Geraden g Sekanten, Tangenten oder Passanten
an den Kreis K?

1 2 4
1) g (_J-)‘(:S 2) g: (1)-3{:5 3) g: (_3)-)‘(=s
K: X*=2 K: X?=5 K: X?=25

12. Welche Geraden der Schar zu (i) .X=7—s mit seR beriihren den Kreis zu X?=25?

0 -2
13. Welche Geraden der Schar zu X= s)-H 1| mit seR sind Tangenten an die

—6 s 1
Kugel zu X*+| 0|-X+6=0? Fiir welche Werte von s sind die Geraden Sekanten
-2

oder Passanten?

S 0
14. Gegeben sind die Kugel zu X*=15 und die Schar der Geraden zu Yz( 2| +t| L] fir
seR. —1 0

a) Bestimme s so, daB} die Geraden Tangenten an die Kugel sind!
b) Sind die gefundenen Tangenten parallel? Welchen Abstand haben sie?

15. Ermittle eine Gleichung des Kreises, der durch die beiden Punkte A(—2|5) und B(—1|—2)

geht und dessen Mittelpunkt auf der Geraden zu X= (—;> +t (T) liegt !

16. Beweise den Sehnen- und den Sekantensatz: Schneiden Sehnen (Sekanten), die durch den
Punkt A gehen, einen Kreis in zwei Punkte P und Q, so hat das Produkt |ﬁ|-|ATQ]
unabhéngig von der Richtung der Sehne (Sekante) stets denselben Wert.

Anleitung: Bringe den Kreis zu X?=r? mit der Geraden zu X=X, +t2 (mit |a]=1) zum
Schnitt und driicke |ﬁ1 . lml durch die Parameterwerte tp und t, der beiden Schnitt-
punkte aus!

1
1 2
PQ mit P(0|1]2), Q(—4|5|0) unter einem rechten Winkel sieht!
Zeige, daB3 diese Punkte auf einer Kugel mit dem Durchmesser |PQ| liegen!

-2 2
17. Untersuche, von welchen Punkten der Geraden zu X= 3 +t< ) man die Strecke

lil. Tangenten und Tangentialebenen

1. Eine Tangente an einen Kreis bzw. an eine Kugel ist — wie wir im vorigen Abschnitt
festgestellt haben — eine Gerade, die mit dem Kreis bzw. mit der Kugel genau einen Punkt
gemeinsam hat, die den Kreis bzw. die Kugel in diesem Punkt ,beriihrt®. Mit Mitteln der
Elementargeometrie a6t sich zeigen, daB jede Tangente auf dem zugehdrigen Beriihrradius
senkrecht steht.

Wir ermitteln zunédchst die Gleichung einer Tangente fiir einen Kreis um den Nullpunkt, also
fiir einen Kreis mit der Gleichung X*=r12.
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Wir bezeichnen den Beriihrpunkt zwischen Kreis und Tangente mit B und den zugehorigen
Ortsvektor mit Xy (Bild 12.10). Den Ortsvektor zum ,laufenden Punkt P der Tangente
bezeichnen wir — wie iiblich — mit X. Dann ist der Differenzvektor X —X5 ein Richtungs-
vektor der Geraden, er ist also orthogonal zu Xy; folglich gilt:

- el

(X—Xp) X3=0 <= X-Xpz=X3.

Da B ein Kreispunkt ist, muB er der Kreisgleichung X?=r? geniigen, d.h. es gilt: X3=r2
Wir setzen dies in die obige Gleichung ein und erhalten:

—i.—) = 2
X Xg=r-

Dies ist die Gleichung der Tangente an den Kreis im Punkt B, und zwar in Normalenform;
der Normalenvektor ist Xj.

Beispiel :

3
Fiir X*=25 und X, = lautet die Tangentengleichung:
v 4

3
i’( )=25, also 3x—4y=25 (Bild 12.11).

4
y | ] y Il
A 2
B =
p X—Xg
Xg,
- P '/ 4
X — i
S 5 -
t'X 1 il X
\ Xg /
u N g

Bild 12.10 Bild 12.11

2. Fiir einen Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem zugehérigen Ortsvektor X, lautet die
Kreisgleichung (X —X,)*=r% Man erhdlt die Tangentengleichung zum Punkt B mit dem
Ortsvektor Xj fiir diesen Fall aus der Gleichung

.= 5

XXyt

dadurch, daB man die Verschiebung um Xy, bei X und bei X beriicksichtigt, also
i 5 5 3 3
X durch X—X,; und Xy durch Xz—Xy

ersetzt:

(X=Xy) - Kg—Xyw) =17
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Man kann diese Gleichung auch folgender-
maBen herleiten (Bild 12.12). Der Vektor
X —Xjy ist ein Richtungsvektor der Tangente;
der Vektor Xz—X) liegt in Richtung des
Beriihrradius; die beiden Vektoren sind also
zueinander orthogonal; es gilt also:

(X —Xp) - (X5 —Xy) =0.
Da B ein Punkt des Kreises ist, gilt fiir
seinen Ortsvektor X auBerdem:

(X —Xy)? =12

Wir addieren die beiden Gleichungen und
erhalten:

i

Xy +(Xp —Xy)* =17
s+ Xp—Xy) - Xp—Xy=r> (Distributivgesetz)
= (X—Xy) - Kz—Xy=r

Wir fassen zusammen:

S12.3 Die Gleichung der Tangente an einen Kreis K zu

;‘»2

=r

X=Xy =r"

3 |

im Punkte B mit dem Ortsvektor Xy ist:

Bild 12.12

X-Xg=r% | E—%y) Rg—Xy)=12
Beispiel : i
3 9 | s
Es seii’M:(4);r:10 und R‘Bz(_‘l). i
Wir bestdtigen zunédchst, dall der Punkt B
auf dem Kreis liegt: / \
Die Kreisgleichung lautet in Koordinaten- : j —
schreibweise: AN L
2 2 : B AP iisf‘m‘ / Z{
(x—3)"+(y—4)*=100. 1 PN 8%
T [ ~T TN V7T
9 11 ] Ael L3O [ LTTT
Wir setzen X’Bz( 4) ein: I ] 7B H-H
- mm B ENNESZasEE
(9—3)2+(—4—4) =62+ 8% =36+ 64=100. ! H e
Bild 12.13

9 3 6
Nun ist: Xy —Xy= ( 4) - (4) = ( 8>' Die Tangentengleichung lautet also:

[ ()] ()0

also:  (x—3)-6+(y—4)-(—8)=100 < 3x—4y=43 (Bild 12.13).
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3. Wird durch eine Gleichung der Form

X2=r1? bzw. (X—Xy?=r?
eine Kugel dargestellt, so steht auch hier der Beriihrradius auf dem Richtungsvektor jeder
Tangente senkrecht. Auf die gleiche Weise
wie oben gelangt man also ebenfalls zu den
Gleichungen

Im Raum R; stellen diese Gleichungen
aber keine Geraden, sondern Ebenen dar,
und zwar in der Normalenform. Dies ent-
spricht der Tatsache, daB} es an eine Kugel
in einem Punkt B unendlich viele Tangen-
ten gibt, die alle in einer Ebene, der soge-
nannten ,,Tangentialebene*, liegen (Bild
12.14). Somit kdnnen wir sagen: Bild 12.14

S12.4 Die Gleichung einer Tangentialebene an eine Kugel zu
X2=r [ X=Xp?=r?
im Punkte B mit dem Ortsvektor Xy ist:

R Xp=rl. R —3y) - R —Ty) =12

: |
4. Wir behandeln zwei Beispiele.

4
1) Essei X*=81 und Xg=| 7|.
-4
Wir bestitigen zunédchst, dall der Punkt B tatsdchlich auf der Kugel liegt:

Xy?=16+49+16=81.

4
Die Gleichung der Tangentialebene im B lautet: X- 71=81 < 4x+7y—4z=8l.
2 5 =
2) Essei Xy=| —1|; r=9 und X3=| =7 |.
3 9
Bestitige zunidchst wieder, daB der Punkt B auf der Kugel liegt!
5 2 3
Da Xy —Xy=|—=7|—|—1]|=| —6| ist, lautet die Gleichung der Tangentialebene:
9 3 6
2 3 x—2 3
{7_(’— -1 ] —6|=81, also|y+1]|-[—6]=81
3 6 z—3 6

< 3(x—=2)—6(y+1)+6(z—3)=81 <« x—2y+2z=37.
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3 1
Bemerkung: Fiir den Vektor Xy —X), gilt: Xz—Xy=| —6|=3[ -2].
6 2
Dieser Vektor ist ein Normalenvektor der Tangentialebene; bei einem solchen Normalen-
vektor kommt es aber auf die Lange nicht an. Wir konnen also — um mit ,kleineren®
3 1
Zahlen rechnen zu konnen — statt mit dem Vektor | —6 | auch mit dem Vektor | —2
6 2

arbeiten. Dann miissen wir allerdings auch auf der rechten Seite der Gleichung durch 3
dividieren. 81:3=27.
Dann erhalten wir als Gleichung der Tangentialebene:

2 1
[ﬁ(q)]. _2)=27 = x—2)—2(y+1)+2@-3)=27
8 . o X—2-2y-2422—6=27
o x—2y+27=27410=37,

also schlieBlich dieselbe Gleichung wie oben.

5. Eine Tangentialebene an eine Kugel ist dadurch gekennzeichnet, daBl sie mit der Kugel
genau einen Punkt gemeinsam hat. Fiir die Lage einer Ebene ¢ zu einer Kugel K gibt es
zwel weitere Moglichkeiten:

1) die Ebene hat mit der Kugel mehr als einen Punkt gemeinsam; dann ist das Schnittgebil-
de ein Kreis;

2) die Ebene verlduft ganz auBerhalb der Kugel.

Welcher Fall vorliegt, kann man dadurch entscheiden, da man den Abstand d der Ebene
vom Mittelpunkt der Kugel ermittelt.

Beispiel:
Gegeben sind die Kugel mit M(—3|1| —1) und r=6 und die drei Ebenen ¢,, ¢, und ¢; zu
x—2y+2z=2; x—2y+2z=11 und x-2y+2z=20.

1
Die drei Ebenen haben alle den Normalenvektor n= (—2) und sind daher parallel.

2
Mit Hilfe des in §9,IV (Seite 169) besprochenen Projektionsverfahren erhdlt man fiir die
Abstdnde des Punktes M von den drei Ebenen ¢, ¢, und ¢;:

d,=3<r; d,=6=r und d;=9>r (Aufgabe 15a).

Dies bedeutet: die Ebene ¢, schneidet die Kugel in einem Kreis; die Ebene ¢, ist eine
Tangentialebene an die Kugel und die Ebene ¢, verlduft ganz aulerhalb der Kugel.

Den Beriihrpunkt B(xg, ¥g, zg) zwischen der Kugel und der Ebene ¢, kann man nach dem
folgenden Verfahren bestimmen.
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Allgemein lautet die Gleichung der Tangentialebene an die gegebene Kugel im Punkt B
nach Satz S12.3:

Xg+3)E+3)+ -y —1)+(zs+1(z+1)=36.
Dies muB die Gleichung der Ebene ¢,, also die Gleichung
x—2y+2z=11

sein. Durch Vergleich der beiden Gleichungen mull es moglich sein, die Koordinaten von B
zu bestimmen. Dazu formen wir die Ebenengleichung folgendermaBen um:

Xx+3-2(y—1)+2(z+1)=11+3+2+2=18.
Um nun noch auf der rechten Seite die Zahl 36 zu erhalten, multiplizieren wir die Gleichung
mit 2:
2(x+3)—4(y—1)+4(z+1)=36.
Der Vergleich ergibt nun, daf xz+3=2 A Yg—l=—4 A z4+1=4,
also Xxg=—1 A yg=-—-3 & Zg=3
sein mufl. Der gesuchte Beriihrpunkt ist also B(—1]—3]3).

Bemerkung: Man kann den Punkt B auch mit Hilfe des Normalenvektors i der Ebene
bestimmen; es gilt:

=
-

oy n
Xg=Xy+d,-—=.
B M 2 ln‘
Fiir den Mittelpunkt M, des Schnittkreises zwischen der Kugel und der Ebene ¢, erhélt man

nach der gleichen Formel:

- -3 1 -2
B = pod o= | 1| @Fed [ =3 )=] =1
e ] 1 ’ 2 1

Fiir den Radius p des Schnittkreises gilt nach Bild 12.15:

p=1/1r"—d?=1/36-9=127=31/3.

XM,

0
Bild 12.15 Bild 12.16
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6. Auf das im vorstehenden behandelte Problem des Schnitts einer Kugel mit einer Ebene
kann man das Problem des Schnitts zweier Kugeln zuriickfithren, die sich gegenseitig durch-
setzen.

Beispiel :
K, x24+y2+22=64; K,: x=22%+(y—1)*+(z+2)*=49
Wir formen die Gleichung fiir K, um:
X2 —4x+4+y2-2y+1+22+42+4=49 = x> —4x+y>—2y+2z>+42=40.
Wenn man von dieser Gleichung die Gleichung fiir K, subtrahiert, erhdlt man:
—4x—2y+4z=40—-64=-24 < 2x+y—2z=12.

Dieser Ebenengleichung miissen die Koordinaten aller Punkte geniigen, die auf beiden
Kugeln liegen. In dieser Ebene muBl also auch der Schnittkreis der beiden Kugeln liegen
(Bild 12.16). Die Hesseform der Ebenengleichung lautet:

%x +%y —%Z =4;
die Ebene hat also vom Nullpunkt, dem Mittelpunkt der Kugel K, den Abstand d=4. Mit

Hilfe des Normalenvektors n dieser Ebene kann man den Mittelpunkt des Schnittkreises
ermitteln. Es gilt:

. 2
YM:d~|3|:§( 1) (Bild 12.16, Seite 231).
n
3

Der Radius des Schnittkreises ist gegeben durch:

p=V/1—d& =1/64 ~16=1/48=4}/3,

Bemerkung: Auf die entsprechende Weise kann man auch die Schnittpunkte zweier Kreise
bestimmen, die sich gegenseitig durchsetzen (Aufgaben 21 —24).

Ubungen und Aufgaben

1. Ermittle die Gleichung der Tangente t an den Kreis K zum Beriihrpunkt B! Berechne
die fehlende Koordinate von B!

a) K: x?=36; B(Vﬁ\y), y>0 b) K: M(—5]2), r=13; B(7]y), y<0

2. Gegeben ist ein Kreis K, ferner ein Richtungsvektor @ von Tangenten an diesen Kreis.
Wie lauten die Gleichungen der (beiden) Tangenten? Wie liegen jeweils die Bertihrpunkte
eines Tangentenpaares zum Kreismittelpunkt?

—4 5 6
a) K: x?=58; é’:( 10) b) K: X?=144; = (12> ¢) K: X*=25; 5:(_8)

3. Ermittle die Gleichung der Tangentialebene t an die Kugel K zum Beriihrpunkt B!

2

4 2
a) K: ¥2=169; B(—12|y|4), y>0 b) [?~<—5)] =289; B(x|—4|14), x<0
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4,

10.

Gegeben sind der Mittelpunkt M eines Kreises (einer Kugel) K und ein Beriihrpunkt B.
Ermittle die Gleichung der zugehorigen Tangente t bzw. der zugehdrigen Tangentialebe-

ne t!

a) M(2]4), B(—10]9) b) M(—1|12); B(—7|4)

¢) M(1]-3]-2); B(3|-9]-5) d) M(9]-34); B(1]5]8)

e) M(3|8]1); B(2|4|-7) f) MQ2|-1|-1); B(=1]1]=7)

. Gegeben sind eine Ebene t und ein Punkt M. Ermittle die Gleichung derjenigen Kugel

K(M; 1), die T zur Tangentialebene hat!
a) 7: —2x+y+2z=10; M(1|5]1) b) t: 2x—4y+4z=40; M(10[2]-2)

. a) Bestimme die Schnittpunkte der Kugel K zu X*=9 mit der Geraden zu

)

b) Ermittle die Gleichungen der Tangentialebene 7, und 7, in diesen Schnittpunkten an
die Kugel K!

¢) Ermittle die Gleichung der Schnittgeraden von 7, und 7, und die GroBe des Schnitt-
winkels!

11 6
. a) Zeige, daB die Gerade zu i’z( 0) +t 1) Tangente an die Kugel zu X*=21 ist!

8 2
b) Ermittle Gleichungen der Tangentialebene t im Beriihrpunkt der Tangente an die
Kugel in Normalen- und in Parameterform!

. Bestimme diejenigen vier Punkte des Kreises K, die von der x-Achse den Abstand d

haben! Ermittle die Gleichungen der Tangenten in diesen vier Punkten und bestimme
die Schnittpunkte von je zwei der Tangenten! Zeichne den Kreis und die Tangenten !
a) K: X2=8; d=2 b) K: X?=225; d=9 ¢) K: X2=5; d=1

. Zeige, daB eine Gerade zu n-X=p genau dann Tangente an den Kreis zu X?=r1? ist,

wenn r?n? =p? gilt!
Bestdtige den Sachverhalt an folgenden Beispielen!

a) X’=16; 3x—4y=20 b) X*=18; x+y=6

c) X2=20; 2x+y=10 d) X?2=48; 5x—6y=50

Durch den Punkt A verlaufen zwei Tangenten an den Kreis K. Ermittle ihre Gleichun-
gen und berechne die GroBe ihres Schnittwinkels! Zeichne die Figur!

a) A(0|—6); K: x*=18 b) A(8|3); K: M(3]|-2), r=5

c) A(8]2); K: X*=34 d) A(-5]5); K: M(0]0), rzl/ﬁ

Anleitung: 1) Lege durch A ein Geradenbiischel mit variablem Richtungsvektor 2, brin-
ge die Geraden zum Schnitt mit dem Kreis und bestimme den Richtungsvektor @ so, daB
der Kreis beriihrt wird (Diskriminantenmethode)!

2) Die gesuchten Tangenten an den Kreis sind genau diejenigen Geraden, die durch A
verlaufen und vom Kreismittelpunkt M den Abstand r haben. Verwende die Hessesche
Normalengleichung, um die Tangentengleichungen zu ermitteln (Abstandsmethode)!
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11.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

a) Ermittle die Gleichungen der Tangentialebenen an die Kugel zu X?>=36 in den
Beriihrpunkten B(4|y|4);
b) Ermittle die Schnittgerade der beiden Tangentialebenen !

Zeige, daB die beiden Kugeln x*+y>+2z>=81 und zu x*+y?>+2z>+6x—4y—12z= —45
sich beriithren! Ermittle die Gleichung der gemeinsamen Tangentialebene!

1 1
a) Ermittle die beiden Schnittpunkte zwischen der Geraden g zu )‘(’:<2> +t| —4) und
der Kugel zu X*=9! 2 -1

b) Berechne die Lange der Sehne, die die Kugel K aus der Geraden g ausschneidet!

¢) Ermittle die Gleichungen der beiden Tangentialebenen 7, und 7, an die Kugel K in
den Schnittpunkten von K und g!

d) Bestimme das Schnittgebilde der beiden Ebenen 7, und t,! Zeige, daB die Schnittge-
rade und die gegebene Gerade g zueinander orthogonal sind !

e) Berechne die GroBe des Schnittwinkels der beiden Tangentialebenen !

Lose Aufgabe 13 fiir folgende Gerade g und folgende Kugel K!

-3 —1 1 -1
a) g X=| =3 |+t 1]; b) g: X=| 6|+t 1];
0 —4 —4 =
K: X?=36 K: M(1]3(2), r=3

Gegeben sind die Kugel K mit M(—3|1| —1) mit r =6 und die drei Ebenen ¢,, ¢, und &5 zu:
g, X—2y+2z=2; ¢,: x—2y+2z=11; ¢&5: x—2y+2z=20 (Vergleiche Seite 230!)

a) Berechne den Abstand des Kugelmittelpunktes M von den drei Ebenen nach dem
Projektionsverfahren oder mit Hilfe der Hesseform fiir die Ebenengleichungen'!

b) Ermittle die Schnittpunkte der Ebenen ¢, und ¢, mit den Geraden zu X=Xy +ti,
wobei 1l der Normalenvektor der Ebenen ist! Um welche Punkte handelt es sich?

Gegeben ist die Kugel zu X?=49. Ermittle die Gleichungen der Tangentialebenen an K,
—1 -3
welche die beiden Spannvektoren @ = ( 1) und b= ( 5) haben!
2 2

Bestimme ferner die Beriihrungspunkte B, und B, und ihre Entfernung!

a) Zeige, daBl die Gerade g Tangente an die Kugel K ist! Bestimme den Beriihrpunkt!

1 1
g: 33:(7)4%(2); K: M(1]|—1]6), r2=29
7 2

b) Ermittle die Gleichung der Tangentialebene, in der g liegt!

Ermittle das Schnittgebilde zwischen der Kugel zu X?>=100 und den folgenden Ebenen !
a) z=5 b) x=5-1/3 ¢ y=—9 d) x+y=4 e) y—z=7 f) —6x+8z=100
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

Eine Ebene ¢ und eine Gerade g sind gegeben durch

(0 (0

a) Ermittle die Gleichung der Kugel K um den Nullpunkt, die ¢ zur Tangentialebene
hat! Berechne den Bertihrpunkt!

b) Berechne die Schnittpunkte zwischen der Geraden g und der Kugel K!

¢) Bestimme Gleichungen der Tangentialebenen an die Kugel K in den Schnittpunkten
von g und K! ;

d) Bestimme das Schnittgebilde dieser beiden Tangentialebenen !

Untersuche, ob sich die Kugel K und die Ebenen ¢,, ¢, und &, schneiden! Bestimme ggf.
das Schnittgebilde!

a) K: M(—4|5|-2), r=6 b) K: M(1|4|—-1), r=7 c) K: M(6|2|-3), r=7

g 2x—2y—z=-17 g1 2x—6y+3z=-25 €y, €, und g5 seien
8yt 2% —2y—z= 2 g, 2x—6y+3z=24 die Koordinatenebenen
g5 2x—2y—z=11 g3: 2x—6y+3z=73

Wie liegen die Kreise K, und K, zueinander? Ermittle ggf. Schnittpunkte oder den
kleinsten Abstand von K; und K, !
a) K;: X*=10 b) K,: X*=4 c) K,: X*=25

K,: M,(5]=5), =20 K, M,(—4]3), r=1 K,: M,(—4|-3), r=10

Unter dem ,,Schnittwinkel zweier Kreise™ versteht man den kleineren Winkel, den die
beiden Kreistangenten in einem Schnittpunkt bilden. Berechne die GroB3e des Schnittwin-
kels fiir

K;: M;(2|—-4); =17 und K,: M,(—1|-1); r*=17!

Bestimme den Radius r, eines Kreises K, der den Kreis K, rechtwinklig schneidet !

a) M,;(5|—12); K,: X*=144 b) M,;(913); K,: x*+(y—35)*=36
ﬂi’tmﬂerwende, daB ein Schnittpunkt S(x|y) der Kreise auf K, liegt und dal
M;S1M,Sist!

a) Welcher Kreis K, geht durch P,(1]|3) und P,(1| —3) und beriihrt den Kreis K, mit
M, (5| —=3) und r,=2?
b) Welcher Kreis K, geht durch die Schnittpunkte der beiden Kreise K, zu

) e . . ’
X2 —( 8) -X=8 und K; zu X*— (2) -X=20 und hat seinen Mittelpunkt auf der Geraden

3\ S
g zu (_5) -x=17?
¢) Welcher Kreis beriihrt beide Koordinatenachsen und geht durch den Punkt P?
1) P4]2) 2) P(—6]3) 3) P(5|—10) 4) P(x|4)
Achte jeweils darauf, ob die Losung eindeutig ist!
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25. Untersuche, ob sich die beiden Kugeln K, und K, schneiden!

a) K,: X2=16 b) K,: M,(—34[2), r,=}/15
K,: My(—1[2|-2), r,=1 K,: M,(—6|6/8), r,=1/15

¢) K,: M,(8]0J11), r, =9 d) K;: M,(3|-1|-2); 1, =9
K,: M,(6|—5|3), r,=5 K,: M,(7|—8|2); r,=12

26. Bestimme den Radius r, einer Kugel K, so, daB sie die Kugel K, beriihrt!
Wie lautet die Gleichung der beiden Kugeln gemeinsamen Tangentialebene?
Anleitung: Benutze die Gerade g durch M, und M, !

a) K,: M,(0/0]0); K,: M,(3|—-2]|—-6), r,=14
b) K,: M;(8|2]5); K,: M,(2|—1]|3), r,=7

27. Ermittle von dem Schnittkreis der Kugeln K, und K, eine Gleichung der Ebene, in der
er liegt, und ferner Mittelpunkt und Radius!
a) K;: x*=25 b) K,: X?=25 c) Kyt M (113]2), r,=7
K,: M,(8[0]|0), r,=5 K,: M, (2| -1]2), r2=]/2_4 K,: M,(4|—1]2), rzz]@

Iv. Pol und Polare. Pol und Polarebene

1. Bei den Beispielen des letzten Abschnitts haben wir jeweils durch Einsetzen in die Kreis-
bzw. in die Kugelgleichung bestétigt, daB der gegebene Punkt B tatsdchlich auf dem Kreis
bzw. auf der Kugel liegt. Wir stellen uns die Frage: welche geometrische Bedeutung haben
die Gleichungen

—

(RN
X-X,=r

bzw. (X—Xy)- X, —Xy)=r?,

wenn der gegebene Punkt P, zum Ortsvektor x; nicht auf dem Kreis bzw. nicht auf der
Kugel liegt?

Beispiel :
Gegeben: Kreis mit M(0|0), r=5 und der
Punkt P, (7]1). \Y
Der Punkt P, liegt auBerhalb des Kreises B
(Bild 12.17). Die Gleichung XX, =r? lautet
in diesem Fall: P
7 X ;
X ( )=25, also 41 ' 7 X
1
Tx+y=25 < y=-7x+25. T B
Dies ist die Gleichung einer Geraden g, die
9

den Kreis — wie Bild 12.17 zeigt — in zwei
Punkten B, und B, schneidet. Bild 12.17
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Wir ermitteln die Koordinaten dieser Punkte durch Einsetzen in die Kreisgleichung:

X2 +(—7x+25?%=25 < x*+49x>—350x+625=25
< 50x*—350x+600=0 < x>*—7x+12=0
< (x-3)-(x—4)=0 < x=3vx=4

Zu x, =3 gehort y, = —3.7+25=4; zu x,=4 gehort y,= —4.7+25= —3; die Schnittpunk-
te zwischen Kreis und Gerade sind also: B;(3|4) und B, (4| —3).

2. Da der gegebene Punkt P, auBerhalb des Kreises liegt, kann die Gerade g keine Tangente
an den Kreis sein. Dennoch hat auch diese Gerade etwas mit Tangenten an den Kreis zu
tun. Wie Bild 12.17 zeigt, kann man vermuten, dal die beiden Punkte B, und B, die
Beriihrpunkte der beiden Tangenten an den Kreis sind, die durch den Punkt P, gehen. Diese
Vermutung wollen wir im folgenden beweisen.

3. BEssei P(x,|y,) ein Punkt auBerhalb des LY
Kreises zu X*=r2. Durch diesen Punkt gibt B,
es zwei Tangenten an den Kreis, und zwar
mit den Beriihrpunkten B; und B, (Bild X k
12.18). Die Gleichungen dieser Tangenten Xg,
sind nach Satz S12.3: M >

-

D v S ) N
‘Xg,=r* und X-Xp =r"

<l

Da der Punkt P, auf beiden Tangenten B
liegt, miissen fiir seinen Ortsvektor X, beide g
Gleichungen erfiillt sein: Bild 12.18

— — I, .
XiXp, =t

= = .2
. und X -Xp,=r"

Wir konnen diese Gleichungen nun auch anders deuten; sie besagen ndmlich auch, daBl die

beiden Punkte B, und B, auf der Geraden zu
Xy 5 %=1

liegen. Man nennt diese Gerade die ,,Polare des Pols P, beziiglich des Kreises K.
Beachte, daB die Gleichung dieselbe Form hat wie die Tangentengleichung X -X=r?!

4. Es ist leicht moglich, die vorstehenden Uberlegungen auf einen Kreis zu iibertragen,
dessen Mittelpunkt M nicht der Nullpunkt ist (Aufgabe 10). Wir definieren:

D12.1 Gegeben seien ein Punkt P, durch seinen Ortsvektor X, und ein Kreis K durch eine
Gleichung der Form:
X*=r2. | X=Xy =12
Dann heifit die Gerade g zu
2 |

X X;=r1 X=Xy (X —Xy)=1*

die ,,Polare des Pols P, beziiglich des Kreises K.
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Wie wir gezeigt haben, gilt fiir einen Pol P,, der auBlerhalb des Kreises liegt, der Satz

S12.5 Liegt ein Pol P, auBlerhalb des Kreises K, so schneidet die zugehorige Polare g den
Kreis in den Beriihrpunkten B, und B, der beiden Tangenten, die von P, aus an
den Kreis gelegt werden konnen.

5. Entfernt sich der Pol P vom Kreis, so ist
nach Bild 12.19 anschaulich klar, daB der
Abstand der Polaren vom Kreismittelpunkt
M kleiner wird. Nahert sich umgekehrt der
Pol dem Kreis, so vergroflert sich der Ab-
stand der Polare vom Kreismittelpunkt M.
Diesen Sachverhalt wollen wir beweisen.
Dazu bringen wir die Polarengleichung

X, -X=r? P Bild 12.19
, N
auf die Hesseform —— - X ———=0.
AR

Die Gleichung besagt, daB die Polare des Punktes P, vom Nullpunkt und somit vom
2

Kreismittelpunkt den Abstand d=i—| hat.
Xy

Aus dieser Beziehung erhdlt man AufschluB} iiber die Lage von Pol und Polare zum Kreis:
1) Ist |X,|>r, so gilt d<r: die Polare ist eine Sekante;
2) ist [X,|=r, so gilt d=r: die Polare ist eine Tangente;
3) ist |X,|<r, so gilt d>r: die Polare ist eine Passante.

Den Fall 3) haben wir bisher noch nicht erortert; er besagt, daB3 zu einem Pol P, innerhalb
des Kreises K die zugehorige Polare g auBBerhalb des Kreises verlduft.

Beispiel: Die Gleichung der Polaren zum Pol P, (1]1) beziiglich des Kreises zu
x2+y?=4 lautet: x+y=4 (Bild 12.20).

ky

@

{ [ Bild 12.20 Bild 12.21

’

6. Ein weiterer Zusammenhang wird deutlich, wenn man durch den Pol P, die Parallele g
zur Polaren g des Punktes P, legt und dann den zu g’ gehdrenden Pol P/ sucht (Bild
12.21). Dieser Zusammenhang soll in Aufgabe 6 untersucht werden.
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7. Die vorstehenden Uberlegungen lassen sich ohne Schwierigkeiten auf den dreidimensiona-
len Fall, also auf die Kugel iibertragen. Wir definieren:

D122 Gegeben seien ein Punkt P, durch seinen Ortsvektor X, und eine Kugel K durch
eine Gleichung der Form
B=rs | E=x)2=r%
Dann heifit die Ebene ¢ zu
X X,=r" 1 E—Xy) X —Xy)=r1*

die ,,Polarebene des Pols P; beziiglich der Kugel K*.
Analog zu Satz S12.5 gilt in diesem Falle der Satz

S12.6 Liegt ein Pol P, aulerhalb der Kugel K, so schneidet die zugehorige Polarebene ¢
die Kugel in den Beriihrpunkten aller Tangentialebenen, die von P; aus an die
Kugel gelegt werden konnen.

Der Beweis soll in Aufgabe 16 b gefiihrt werden.

rZ

8. Aus der Hesseform der Gleichung fiir die Polarebene é—l‘ . i—l?—l:
2 1 1
kann man — wie oben — fiir den Abstand d=—— der Polarebene vom Kugelmittelpunkt

folgende Fille entnehmen: X,

1) Ist |X,|>r, so gilt d<r: die Polarebene durchdringt die Kugel;
2) ist |X;|=r, so gilt d=r: die Polarebene ist eine Tangentialebene an die Kugel;

3) ist [X,|<r, so gilt d>r: die Polarebene verlduft auBerhalb der Kugel (Aufgaben
15 und 17).

Ubungen und Aufgaben

1. Ermittle die Gleichung der Polaren des Punktes P, beziiglich des Kreises K ! Konstruiere
die gesuchte Polare auch iiber die beiden Tangenten durch P; an K und vergleiche!
a) K: X*=4, P,(2]2) b) K: X*=25, P,(5/6) ¢) K: X?2=18, P,(—5|5)

2. Ermittle rechnerisch und zeichnerisch die Polare g des Punktes P beziiglich des Kreises K
zu X*>=100! Beachte jeweils die Lage von P zu K und von g zu K!

a) P(10/10) b) P(5]5) ) P(51/21572) d) P@4[3)

3. Bestimme zum Kreis K und zur Polaren g den zugehorigen Pol P, !
a) K: X?=81, g: 4x+3y=27 b) K: M(0]0), r=5, g: 4x—3y=25
¢) K: x?=29, g: x—12y=29 d) K: X*=18, g: —x+y=10

4. Wie kann aus einer gegebenen Polaren g beziiglich des Kreises K der zugehdrige Pol P,
konstruiert werden? Wéahle die Polare a) als Sekante, b) als Tangente und ¢) als Passante
von K! Fiihre die Konstruktionen fiir Beispiele in Aufgabe 3 durch!
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5. Bild 12.21 zeigt auBer dem Pol P, und der zugehorigen Polaren g beziiglich K die

10.

11.

12.

Gerade g/, die parallel zu g durch P, verlduft, und auf g den Punkt P,".

a) Bestimme zum Kreis zu X>=100 und zum Punkt P,(—5|5) die Polare g, ermittle eine
Gleichung von g’ und den zu g zugehorigen Pol P, beziiglich K. Weise nach, daf} P,
wie in Bild 12.21 Schnittpunkt von g und g(O|P,) ist!

b) Formuliere den in a) festgestellten Zusammenhang als allgemeingiiltige Aussage und
beweise diese fiir den Fall, daB P, im Innern von K liegt (vgl. Bild 12.21)!

c) P, liege auBerhalb K. Entwirf eine Konstruktionszeichnung fiir g, g’ und den zugeho-
rigen Pol P,’ und begriinde sie!

d) P, liege nun auf dem Kreis K. Wie miissen die Uberlegungen in b) und c) abgewan-
delt werden?

. Lose Aufgabe 5a) fiir folgende Beispiele!

a) K: X2=4,P(1]1)  b) K: X2=29, P,(12]1) ¢) K: X®=18, P,(|9

. Gegeben sind der Kreis K zu X?=10 und der Punkt P(—5|5). Gesucht sind die Tangen-

ten, die man von P an den Kreis K konstruieren kann. Ermittle die Gleichungen der
Tangenten nach mehreren Verfahren!

Anleitung:

a) Polarenmethode: Bestimme zu P die Polare und deren Schnittpunkte mit dem Kreis K!
b) Diskriminantenmethode: Lege durch P ein Geradenbiischel, bringe die Gerade mit K
zum Schnitt und ermittle den Richtungsvektor @ so, da} K nur beriihrt wird!

c) Abstandsmethode: Die Tangenten sind diejenigen Geraden durch P, die von O den

Abstand r=7/10 haben!

. Lose Aufgabe 7 fiir den Kreis K zu X?>=34 und den Punkt P(8|2)!

. Ubertrage die Uberlegungen im Lehrtext Seite 237 zur Bestimmung der Gleichung einer

Polaren g zum Pol P, auf einen Kreis K, dessen Mittelpunkt M nicht mehr der Null-
punkt ist! Bestitige die in Definition D 12.1 angegebene Gleichung (X —X,) - (X; —Xy) =12
fiir die Polare des Pols P, !

Ermittle die Gleichung der Polaren des Punktes P, beziiglich des Kreises K ! Bestimme
die Polare auch zeichnerisch!

a) K: M(3|—4), r=3)/2; P,(2|-1) b) K: M(—=3|2), r=5; P,(1]5)

Bestimme beziiglich des Kreises K zur Polaren g den Pol P!
a) K: M(=3|—1), r*=44; g: x+3y=5

b) K: M(2|-3), r=5; g: 3x—4y=19

¢) K: 3x>+3y*—6x+8y—12=0; g: —3x+5y+30=0

Bestimme die Gleichung der Tangenten an den Kreis K, die durch den Punkt P
verlaufen, nach mehreren Verfahren!

a) M(—2|4), r>=40, P(8|—6) b) M(4|—3), r>=10, P(—1|—8)

¢) M(=3[1), =34, P(5|3) d) M(2|4), r =13, P(—10]9)
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

a) Ubertrage den in Aufgabe 5 festgestellten Zusammenhang zwischen der Polaren g
zum Punkt P;, der Parallelen g’ zu g durch P, und dem zu g’ gehorigen Pol P, auf einen
Kreis mit Mittelpunkt M, der nicht mehr der Nullpunkt ist!

b) Ermittle zum Kreis K mit M(1]3) und r=4 und zum Punkt P,(—1|5) die Polare g,
bestimme die Gleichung der Parallelen g’ zu g durch P, und ermittle den zu g’ gehdrigen
Pol P,"! Wo liegt P,"?

Ermittle die Gleichung der Polarebene des Punktes P, beziiglich der Kugel K!
a) K: X*=4, P(0| -6|4) b) K: X?=100, P,(2|—3|4)
¢) K: X*=12, P(-2|2]2) d) K: M(3|-2|1), r=2, P,(2]—1]2)

e) K: M(—1/0]2), r*=10, P,(4|—5|—8) f) K: M(—1|4]1), r=4, P,(3|2|-1)

Bestimme zur Kugel K und zur Polarebene ¢ den zugehdrigen Pol P,! Ermittle zum
gefundenen Pol wieder die zugehorige Polarebene (Probe)!

a) K: X?=144, & —x+3y+2z=6 b) K: X?=36, & 4x+3y—-2z+9=0

c¢) K: M(—1|5|4), r=6, e 2x—3y—2z=-7

d) K: x24+y2+224+4x-2y=5, & 2x—y—z+3=0

a) Zeige, daB der Punkt P,(16|12]—38)
auBerhalb der Kugel K zu X?=36 liegt
und die zugehorige Polarebene ¢ die
Kugel K schneidet. Bestitige, daBl die
Schnittpunkte zwischen K und ¢ die Be-
riihrpunkte aller durch P, fiihrenden
Tangenten an die Kugel sind!

b) Beweise Satz S12.6! Orientiere dich
dazu an Bild 12.22!

Anleitung: B sei der Beriihrpunkt einer
durch P, fithrenden Tangentialebene t
an die Kugel K. Zu zeigen ist, dal der
Ortsvektor X von B auch die Glei- Bild 12.22
chung der Polarebene ¢ des Punktes P,

beziiglich K erfiillt!

Gegeben ist die Ebene ¢ zu —2x+y+2z—18=0.

a) Bestimme den Abstand der Ebene ¢ vom Nullpunkt und den LotfuBpunkt!

b) Ermittle die Gleichung der Kugel K, um den Nullpunkt, die ¢ zur Tangentialebene
hat! Welche Koordinaten hat der Berithrpunkt B?

¢) Bestimme den Pol P, von ¢ beziiglich der Kugel K, und deute das Ergebnis!

d) Ermittle die Pole von ¢ beziiglich der Kugel K, zu X*=4, K; zu X*=9 und
K, zu X?=54!

e) Bestimme die Abstidnde der Pole P,, P, und P, von der Ebene ¢!

Zeige, dal im Dreieck PQR jeweils der Eckpunkt Pol der gegeniiberliegenden Dreieck-
seite beziiglich des Kreises K ist! (PQR heiBt ein ,,Polarendreieck” des Kreises).
a) P(4]2), Q(9]0), R(4]10); K: X*=36 b) P(6|4), Q(f—1 %) R(-2[6); K: X*=12
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19. Erginze P(4|3), Q(0|4), R(x|y) zu einem Polarendreieck des Kreises zu X*=16! Verglei-
che Aufgabe 18!

20. Ermittle den Pol P der Polarebene ¢ zu x+y—z+72=0 beziiglich der Kugel K zu
X?=144! Lege durch P eine Ebene ¢ parallel zu ¢ und bestimme ihren Pol P'! Wo
liegt er?

V. Ubergreifende Aufgaben

1 1 2
1. Eine Ebene ¢ sei gegeben durch i’=(0) +r (—8) +s ( —7).

4 2 1
a) Ermittle die Normalengleichung der Ebene ¢!

-2 0
b) Bestimme in der Geradengleichung i’:( 6>+t (—9) den Wert fiir keR so, daB3

4 k
die zugehorige Gerade g, parallel zur Ebene ¢ verlduft! 2 2
¢) Ermittle den Schnittpunkt S zwischen der Geraden g, zu X=| —1 |+v| 1 | und der
Ebene ¢! 13 3

d) Wie groB ist der Winkel, den die Gerade g, mit der Ebene ¢ einschlieBt?
e) Eine Kugel K mit dem Mittelpunkt M(0|0|0) beriihrt die Ebene ¢ in einem Punkt B.
Berechne die Koordinaten von B und den Radius von K!

2 7
2. Gegeben sind ein Punkt P(3|2| —5) und eine Gerade g durch X= ( 1) +t ( 1).
-1 -3
a) Ermittle eine Gleichung der Ebene ¢, in der der Punkt P und die Gerade g, liegen!
b) Bestimme eine Gleichung der Ebene ¢,, die den Punkt P enthélt und senkrecht zur

Geraden g ist! 2 k
¢) Welche Gerade der Schar zu X= l|+r I | mit keR ist eine Tangente an

die Kugel mit M(6|4|3) und rzl/ﬂ? =i 3

Anleitung: Mache dir klar, daB3 hochstens eine Gerade der Schar Tangente an die Kugel
sein kann!

d) Bestimme den Beriihrpunkt zwischen Tangente und Kugel!

e) Bestitige, daB der Richtungsvektor der Tangente auf dem Beriithrradius senkrecht steht!

3. Die Punkte A(1]1]0), B(0|1|1) und C(1]0[1) liegen auf der Kugel K zu x*=2.
a) Beschreibe die Lage der Strecken AB, BC und CA und berechne ihre Lingen!
b) Ermittle zur Ebene ¢ durch A, B und C eine Normalengleichung! Welchen Abstand
hat ¢ vom Nullpunkt?
¢) Ermittle die Normalengleichung der Tangentialebenen an die Kugel K, die zur Ebene ¢
parallel sind!
d) Berechne Mittelpunkt M und Radius r des Kreises, in dem die Ebene ¢ die Kugel K
schneidet!
e) Zeige, dall OABC ein regelmiBiges Tetraeder ist!
f) Wie grof3 ist der Winkel, den die Kante OA des Tetraeders mit der Ebene ¢ ein-
schlieB3t?
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8 2

a) Bestimme die Punkte P, und P,, in denen die Gerade g die Kugel K schneidet!
b) Ermittle die Gleichung der beiden Tangentialebenen 7, und 7, in P, und P, an die
Kugel K!
¢) Untersuche die gegenseitige Lage von 7, und t,! Ermittle ggf. ihren Abstand oder die
Gleichung der Schnittgeraden und die GroBe ihres Schnittwinkels! ( 1 )

0

3

3 1
4. Gegeben sind die Kugel K zu X*=26 und die Gerade g zu X= (5) +t ( 1) :

d) Gibt es eine Tangente t, in P; an die Kugel K mit dem Richtungsvektor b=( 1
Ermittle ggf. eine Gleichung fiir t;! (P (—3]|—1|z,)) b
e) Berechne den Abstand des Punktes P, von t,! 0
f) Gibt es eine Tangente t, in P, an die Kugel K mit dem Richtungsvektor = (—4) ?
(Begriindung!). 3

g) Berechne die Spurpunkte der Tangente t; in den drei Koordinatenebenen !

5. Gegeben ist die Kugel K zu X*=9.
a) Fiir welche Koordinate z>0 liegt der Punkt P(2|1|z) auf der Kugel K?
b) Ermittle die Gleichung der Tangentialebene 7 in P an die Kugel K!
¢) Durch P sind drei Tangenten t;, t, und t; an die Kugel K zu legen mit den
folgenden Richtungsvektoren:

0 1 Cy
t:@=[2]; t;: b= by|; t;:@=(0].
a, -2 1

Ermittle die Gleichungen dieser Tangenten !

d) Bestimme die Spurpunkte S,, S, und S; der drei Tangenten in der x-y-Ebene!

e) Zeige, daB alle drei Spurpunkte auf einer Geraden g, liegen! Ermittle von g, eine
Gleichung!

f) Bestimme die Gleichung der Spurgeraden g, der Tangentialebene t in der x-y-Ebene!
Vergleiche die Geraden g, und g,!

g) Begriinde das Ergebnis von f) geometrisch!

6. Gegeben sind die Punkte P,(1]2]2) und B,(—2|1|2) und die Kugel K zu X*=9.
a) Zeige, daBB P, und P, auf der Kugel liegen!
b) Ermittle die Gleichungen der Tangentialebenen t, und 7, an die Kugel K in P, und P,,
ferner die Gleichung der Schnittgeraden g der beiden Ebenen!
¢) Bestimme den Abstand des Nullpunktes von g!
d) Ermittle Gleichungen derjenigen Tangenten t, und t,, die die Kugel K in P, bzw. in P,

—2 1
beriihren und die Richtungsvektoren @, =( 1) bzw. 5’2=<2) haben! Welche spezielle
Lage haben diese beiden Tangenten? 0 0

e) Untersuche die gegenseitige Lage der beiden Tangenten t, und t,! Bestimme ihren
Abstand oder ihren Schnittpunkt und die GroBe ihres Schnittwinkels!

f) Zeige, daB der Schnittpunkt der beiden Tangenten auf der Geraden g liegt!
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7. Die Kugel K sei gegeben durch X?=12.
a) Zeige, daB die Punkte P, (2]2]2) und B (—2|—2|2) auf der Kugel K liegen!
b) Ermittle Gleichungen der Tangentialebenen t; und 7, an die Kugel K in den
Punkten B, und P,! Bestimme eine Gleichung der Schnittgeraden g, von 7, und 7,!
¢) Wie groB ist der Winkel zwischen den beiden Tangentialebenen 7, und t,?
d) Ermittle Gleichungen der drei Tangenten t,, t, und t;, die die Kugel K in P

1 0 Cj
beriihren und die folgenden Richtungsvektoren haben: ?1 =1 ;-fz =|b, ;_’3 =(0|!
a, 1 1

e) Bestimme die Spurpunkte S,, S, und S; der drei Tangenten mit der x-y-Ebene!
f) Zeige, daB alle drei Spurpunkte auf einer Geraden g, liegen! Ermittle eine Gleichung
von g, und ihren Abstand vom Nullpunkt! Vergleiche g, und g,!

=
8. Gegeben sind die Kugel K zu X*=9 und der Normalenvektor i=( —2 | einer Ebenen-
schar. 2
a) Ermittle die Beriihrpunkte B, und B, von Tangentialebenen mit dem Normalenvek-

tor 1!

b) Bestimme Gleichungen von zwei Ebenen ¢, und ¢, dieser Schar, wobei ¢, die Kugel
in B, berithrt und ¢, ganz auBerhalb der Kugel verlduft!

¢) Eine weitere Ebene ¢; der Schar habe den Abstand 1 vom Nullpunkt. Zeige, dal
diese Ebene die Kugel K in einem Kreis schneidet! Bestimme den Mittelpunkt M und
den Radius r dieses Kreises!

d) Die Schnittpunkte der Kugel K mit der x-Achse, der y-Achse und der positiven z-
Achse bestimmen eine regelmafBige Pyramide. Ermittle die fiinf Eckpunkte dieser Pyra-
mide!

e) Berechne das Volumen der Pyramide!

9. Eine Kugel K habe den Mittelpunkt M(1]2| —2) und den Radius r=3. Eine Geraden-
—~5 r
schar g(k, r) sei gegeben durch X=| 9 |+t[2(k—r)| mitk,reR.
—4 —k
a) Ermittle die Schnittpunkte von K mit den Koordinatenachsen!
b) Bestimme eine Gleichung derjenigen Tangentialebene 7, an die Kugel K, die durch
den Nullpunkt geht! Welche Koordinaten hat der Beriihrpunkt B,?
c) Ermittle die Gleichung einer weiteren Tangentialebene 7, an die Kugel, die zu 1,
parallel ist! Welche Koordinaten hat der Berithrpunkt B,?
d) Zeige, daB alle Geraden g(k,r) der Schar in derselben Ebene ¢ liegen! Ermittle eine
Gleichung von ¢!
e) Zeige, daBl die Ebene ¢ ebenfalls eine Tangentialebene an die Kugel ist! Berechne den
Beriihrpunkt B,!
f) Bestimme die Geraden der Schar fiir k=0. Wie viele sind es? Wie liegen sie zur
Kugel K?
g) Zeige, daB die Gerade aus f) Tangente an die Kugel K ist und ermittle den Beriih-
rungspunkt B, !
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10.

11.

12.

13.

9 142k
Gegeben sind die Geradenschar g(k) zu 2:(0) +t ( -2 ) mit ke R und die Ebene ¢,
zu 2x+y+2z—18=0. 0 —2k

a) Ermittle eine Gleichung derjenigen Kugel K, die die Ebene &, berithrt und den
Nullpunkt zum Mittelpunkt hat! Welche Koordinaten hat der Berithrpunkt B?

b) Die Gerade g, zu k=2 bestimmt mit dem Nullpunkt eine Ebene ¢,. Ermittle eine
Normalengleichung von ¢, und das Schnittgebilde von ¢, und ¢, !

c) Zeige, daB alle Geraden g(k) in der Ebene ¢, liegen! Bestimme k so, daB die
betreffende Gerade die Kugel K beriihrt!

d) S, S, und S; seien die Schnittpunkte von &, mit den Koordinatenachsen. Sie bilden
mit dem Nullpunkt ein Tetraeder. Berechne seine Volumenmafzahl und benutze diese
zur Ermittlung der FlichenmaBzahl des Dreiecks S, S,S,!

—-2\7? 3 1
Gegeben seien die Kugel K zu [)’('7 1 } =49 und die Geraden g, zu X=| —4 | +t| 2
4 -2 3 5 0
und g, zu X= —2)+v( 3.
5 —4

a) Berechne die Schnittpunkte S, und S, der Geraden g, mit der Kugel K!

b) Ermittle Gleichungen der Tangentialebene 7, und 7, an K in den Punkten S, und S,!
Berechne die GroBe des Schnittwinkels der beiden Ebenen und den Abstand des Punktes
S, von der Tangentialebene 7, !

¢) Zeige, daBl die Gerade g, die Kugel K beriihrt, und ermittle die Koordinaten des
Beriihrpunktes!

d) Beweise, da} alle Punkte, von denen aus zwei feste Punkte A und B unter einem
rechten Winkel erscheinen, auf einer Kugel liegen. Bestimme eine Gleichung dieser Kugel
fir A=S, und B=S,!

Gegeben sind zwei Geraden g, und g, und eine Geradenschar g(k):

—1 0 —1 5 0 k
g X=|—1|+r|—=1); g;: X={ =2 |+s[3]; gk): X=[ —1]|+t[0] mit keR.
1 2 3 4 6 1

a) Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden g, und g, und bestimme ihren Ab-
stand oder ihren Schnittpunkt und die GroBe ihres Schnittwinkels!

b) Bestimme cine Normalengleichung der von g, und g, aufgespannten Ebene ¢, !

¢) Bestimme eine Normalengleichung der Ebene ¢,, die g; enthélt und zu &, senkrecht
verlduft!

d) Wie groBl muB der Radius R einer Kugel um den Punkt M(—2|0|6) gewidhlt werden,
damit ¢, eine Tangentialebene an die Kugel ist? Bestimme den Beriihrpunkt B!

e) Zeige, daB keine Gerade der Schar g(k) Tangente an die Kugel sein kann!

f) Zeige, daB alle Geraden der Schar g(k) in derselben Ebene ¢, liegen! Ermittle eine
Gleichung von ¢;! Welche besondere Lage hat &5?

Der Inkreis eines Dreiecks ABC sei durch M,(5|15) und r, =5, ein Ankreis durch
M,(0]0) und r, =10 bestimmt. Bestimme die Punkte A, B und C!

Anleitung: Beachte, daB sich zwei gemeinsame Tangenten an die beiden Kreise unmittel-
bar bestimmen lassen !
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14.

15.

16.

17.

Gegeben sind eine Gerade g, eine Ebene ¢ und eine Geradenschar g(k) mit keIR:

2 2 1 1 2 -2 0
g: i’:(—l)+t<1); &: Y:(O)-{—r (—8)+s<—7); g(k): i’:( 6>+v<~9>.
13 3 4 2 1 4 k

a) Ermittle die Normalengleichung der Ebene ¢!

b) Untersuche die gegenseitige Lage zwischen der Ebene ¢ und der Geraden g; bestimme
den Abstand oder den Schnittpunkt S und die Grofle des Schnittwinkels!

¢) Bestimme den Wert fiir k so, daB3 die betreffende Gerade der Schar parallel zu ¢ ist!
Welche Lage hat die Gerade dann?

d) Eine Kugel K mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt hat die Ebene ¢ als Tangentialebe-
ne? Bestimme den Berithrpunkt und den Radius der Kugel!

Gegeben sind eine Ebene ¢; und eine Geradenschar g(k) durch:

/4 2k+1
e 2x+y+2z=15; gk): X=[ —1]|+r[ —2 | mit keR.

1 -2k
a) Die Ebene ¢, ist Tangentialebene an eine Kugel K um M(—2|—1|1). Ermittle den
Beriithrpunkt B und den Radius R der Kugel!
b) Die Gerade der Schar zu k=2 bestimmt mit dem Punkt M eine Ebene ¢,. Ermittle
eine Normalengleichung von ¢,!
¢) Untersuche die gegenseitige Lage von ¢, und ¢,; bestimme den Abstand oder die
Schnittgerade und die GroBe des Schnittwinkels!
d) Zeige, daB alle Geraden g(k) der Schar in derselben Ebene ¢, liegen! Mit welcher
Ebene ist &, identisch?
e) Zeige, daBl wenigstens eine Gerade g(k) der Schar Tangente an die Kugel K ist!
Ermittle die Gleichung(en) dieser Tangente(n)!

Gegeben sind die Kugel K zu X* =36 und drei Ebenenscharen durch:

g,(a): 2x+2y+az=18; ¢&,(b): —x+2y+bz=18; &;(c): x—2y+cz=18.

a) Fiir welche positiven Zahlen a, b, ¢ sind die Ebenen Tangentialebenen der Kugel?
Ermittle die zugehorigen Beriihrpunkte!

b) In welchem Punkt S schneiden sich die drei Tangentialebenen?

¢) Ermittle die GroBe der Schnittwinkel von je zwei Tangentialebenen!

d) Bestimme die Schnittgeraden von je zwei Tangentialebenen! Welche von ihnen hat
eine besondere Lage?

e) Berechne die Grofle der Schnittwinkel zwischen je zwei Schnittgeraden!

f) Der Punkt S bildet mit den Punkten P(0|0]0), Q(9|0]0) und R(0|9|0) eine dreiseitige
Pyramide. Berechne deren VolumenmafBzahl!

Gegeben seien eine Ebene ¢, eine Kugelschar K («) und eine Geradenschar g(k):

20\ 7T? k 0
e:2x+y—2z=3; K(a): | X—|a+3 =90’ miteelR; g(k):X=( 2 |+t| 1 | mitkeR.
—2a 0 1

a) Fiir welche Zahl « geht eine Kugel der Schar K («) durch den Nullpunkt?
b) Berechne die Zahl «, fiir die eine Kugel der Schar K(«) die x-z-Ebene beriihrt! In
welchem Punkt B beriihrt die Kugel die x-z-Ebene?
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18.

19.

20.

¢) Zeige, daB alle Kugeln der Schar K(«) die Ebene ¢ in demselben Punkt A beriihren!
Welche Koordinaten hat A? Bestimme die Gleichung der Geraden, auf der alle Mittel-
punkte der Kugeln der Schar K («) liegen!

d) Fiir welche Werte von k sind Geraden der Parallelenschar g(k) Tangenten an die Kugel
K (1)? Bestimme die Berithrpunkte und die zugehorigen Tangentialebenen!

Gegeben seien eine Ebenenschar ¢(k) durch kx+3y=3, die Kugel K; um M(7|2|1) mit
r; =5 und die Punkte P(5|3| —6); Q(5|7| —9).

a) Zeige, daB alle Ebenen ¢(k) eine Gerade g, gemeinsam haben! Ermittle eine Parame-
tergleichung von g, !

b) Bestimme k so, daB die betreffende Ebene Tangentialebene an die Kugel K, ist!
Ermittle den Berithrpunkt B, !

¢) Eine zur Kugel K, konzentrische Kugel K, hat die Gerade g, durch P und Q als
Tangente. Berechne den Radius von K, und den Beriihrpunkt B, ! »
d) Berechne den Abstand des Punktes B, von der Geraden g, !

5 2
Gegeben sind eine Ebene ¢ durch x+y+z=4 und eine Kugel K durch {i’—( ﬂ =36,
die Punkte P (1| —1|3) und B, (2| —1]3). 5

a) Zeige, daB P, auf der Kugel K und B, in der Ebene ¢ liegt!

b) Die Gerade g fiihrt durch P, und P,. Berechne die Lange der Sehne, die von der
Kugel K aus der Geraden g ausgeschnitten wird!

¢) Zeige, daB die Ebene ¢ die Kugel K schneidet! Berechne die Koordinaten des
Mittelpunktes M* und den Radius r* des Schnittkreises K*!

d) Ermittle eine Gleichung der Tangentialebene 7,, die die Kugel K in P, beriihrt!

e) Die zu 7, parallelen Ebenen, die die Kugel K schneiden, bilden eine Ebenenschar
e(k). Ermittle die zuldssigen Werte von kelR und bestimme eine Gleichung der Schar!

f) Ermittle diejenigen Ebenen der Schar e(k), die aus der Kugel Kreise mit den Radien
r; =215 und r,=37}/3 ausschneiden!

g) Ermittle eine Gleichung derjenigen Kugel, die durch Spiegelung der Kugel K an der
Ebene ¢ entsteht!

Gegeben sind eine Kugelschar K («) und zwei Geraden g; und g,:

—a\1? 4 0
K(w): [i’— 20 || =o? mit «>0; g2 X=t| =3]; g, X=v|1].
0 0 0

a) Zeige, daB die Mittelpunkte M(a) der Kugeln K(«) auf einer Geraden g in der
x-y-Ebene liegen!

b) Zeige, daB die Geraden g, und g, Tangenten an jede Kugel K(«) sind! Ermittle die
Beriihrpunkte B; und B, !

¢) Zeichne in der x-y-Ebene die Schnittkreise der Kugeln K (1), K(2) und K(3) mit den
Geraden g, g, und den zugehorigen Beriihrpunkten!

d) K(«,) und K(a,) seien zwei sich schneidende Kugeln. Ermittle eine Gleichung ihres
Schnittkreises!

e) Zeige, daBl verschiedene Schnittkreise in zueinander parallelen Ebenen liegen!

f) Fiir alle gemeinsamen Punkte S zweier Kugeln K(o;) und K(x,) sei das jeweilige
Dreieck mit den Punkten M(«,), S und M(«,) rechtwinklig. Welche Beziechung besteht
zwischen o, und o,?



248 §13, I. Der Begriff des Rangs einer Matrix

§ 13 Lineare Gleichungssysteme (lll)

l. Der Begriff des Rangs einer Matrix

1. In §7,1 haben wir auf Seite 112 u.a. das folgende Gleichungssystem betrachtet:

x+ y+z= 0
2y+z= 1.
3x— y+z=-2

Die Umformung der erweiterten Matrix B ergab:

I 1 1] 0\ |-(=3 1 1 1] 0 I 1 1]0
B={0 2 1| 1 -10 2 1] 1 l-2—> 0 2 1|1}
3 -1 1]=2/3-1 0 —4 -2|-2/}-1 00 0|0

Fiir die Art der Losungsmenge des Gleichungssystems ist die Tatsache kennzeichnend, daf
sich bei diesen Umformungen eine vollstindige Nullzeile ergibt. Um diesen Sachverhalt
genauer zu ergriinden, fassen wir die Zahlen jeder der drei Gleichungen als Koordinaten
eines Vektors auf. Da diese Zahlen jeweils in einer Zeile der Matrix B stehen, schreiben wir
diese Vektoren statt in Spaltenform in Zeilenform:

Bi=(1;1;1;0; E,=(0;2;1;1); E=03;-1;1;-2).

Bei der Durchfiihrung des GauBBverfahrens haben wir zunéchst den Vektor
g'=—38,+2,

und dann den Vektor
8y =28, +8y' =28, +(—38; +83)=—38, +28,+&;

gebildet. Dabei hat sich der Nullvektor ergeben:
g,'=—38,+28,+8,=0.

Wir bestitigen dies nochmals in der iiblichen Spaltenschreibweise:

1 0 3 -340+3 0
= 3 5 1 2 -1 —3+4-1 0l -
—3g,+2g,+8,=-3 : +2 : + N T 0 =0.
0 1 -2 0+2-2 0

Dies bedeutet, daB die drei Zeilenvektoren g,, g,, g, voneinander linear abhiingig sind. Man
sagt daher auch: die drei Gleichungen sind voneinander linear abhéngig.

Geometrisch bedeutet dies, dal die zu den drei Gleichungen gehdrenden Ebenen sich nicht
in einem Punkte, sondern in einer Geraden schneiden.

Wihrend also alle drei Vektoren g,, g, und g, voneinander abhingig sind, erkennt man
sofort, da es darunter wenigstens zwei Vektoren gibt, die linear unabhingig sind, z.B. die
Vektoren g; und g,; daher sagt man: die Matrix B hat den ,,Rang 2.
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2. Etwas anders ist die Situation bei dem folgenden

x+ y—z=4
Beispiel: 4x —2y—2z=3.
T | =5x+4y+2z=0
I 1 —=1]4\|-(=4)]|-5 1 1 -1 4 1 1 —1 4
B=| 4 -2 -2 3)1-1 l —><0 -6 2 —13)1«3-» 0 -6 2 —13)=B’
-5 4 2]0 -1 \0 9 =3} 20/4-2 \0O O Of 1

Wir betrachten zunichst die Zeilenvektoren der Koeffizientenmatrix A:
Ki=(;1; —1); K,=(4; —2; —2) und K,=(~5;4;2).

Mit diesen Vektoren sind die folgenden Umformungen durchgefiihrt worden:

2’=—4E1+E2; §3’:5E1+E3 und
3 =3k, +2ky =3(—4k, +k,)+2(5k, +k;)

= —12K, +3K, + 10k, + 2Kk,
=(—2)K, +3K, +2k,.

K
K

DaB sich dabei der Nullvektor ergibt, bestitigen wir nochmals in der iiblichen Spalten-
schreibweise:

1 4 =5 —2412—10 0
(=2) L)+3 =2 )+2 4]=| -2— 6+ 8|=[0|=0.
-1 -2 2 2— 6+ 4 0

Dies bedeutet, daB3 die drei Zeilenvektoren von A voneinander linear abhingig sind. Da es

unter diesen Vektoren aber — wie man sofort sieht — wenigstens zwei gibt, die linear
. . Srg b . . . .

unabhingig sind, z.B. die Vektoren k, und k,, hat die Koeffizientenmatrix A den Rang 2.

Von entscheidender Bedeutung fiir unser Problem ist nun, dal man bei der Ergebnismatrix

11 -1
B'={0 -6 2

0 0 O

4
—13
1

durch weitere Umformungen nicht erreichen kann, dafl die Zahl 1 an der letzten Stelle durch
eine 0 ersetzt wird, ohne daB} in der dritten Zeile an anderen Stellen wieder von 0 verschiede-
ne Zahlen erscheinen. Begriinde dies (Aufgabe 2)!

Wihrend sich also durch Umformung der Matrix A in der letzten Zeile der Nullvektor
ergibt, konnen wir dies bei der Matrix B’ nicht erreichen. Daher sind die drei Zahlenvekto-
ren von B’ voneinander linear unabhdngig; die Matrix B’ hat den Rang 3.

Offen bleibt aber die Frage, ob man nicht vielleicht durch andere Umformungen der Matrix
B erreichen kann, daB am Ende eine vollstindige Nullzeile erscheint. Der Nachweis dafiir,
daB dies nicht der Fall ist, wiirde umfangreiche Uberlegungen erfordern, auf die wir hier
verzichten wollen. (Das Problem wird in § 14, IV auf Seite 248 f. gelost.) Wir teilen daher hier
nur mit, daB sich auf keine Weise durch nichttriviale Linearkombinationen der Zeilen-
vektoren von B der Nullvektor erzeugen 146t.
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Bei diesem Beispiel kann man den Rang der Matrix B natiirlich leicht dadurch ermitteln,
daB man fiir deren Zeilenvektoren

g2,=(1;1;-1;4); g,=(4; —2; —2;3) und g;=(-5;4;2;0)

das zugehdrige Gleichungssystem ¢, g, +¢,8,+c58,=0 lost.

Es ergibt sich ¢, =c, =c,; =0 (Aufgabe 1d). Dies bedeutet, daB} die drei Zeilenvektoren g,, g,, &,
von B linear unabhingig sind, da die Matrix B also tatsdchlich ebenfalls den Rang 3 hat.
Die Matrizen A und B haben bei diesem Beispiel also verschiedene Réinge. Man kann die
Situation auch folgendermaBen beschreiben: die Abhingigkeit, die bei den Zeilenvektoren
der Koeffizientenmatrix A, die sich auf die linken Seiten der drei Gleichungen beziehen,
vorliegt, wird von den Absolutgliedern der rechten Seiten der Gleichungen nicht , mit-
gemacht“; denn es gilt:

(=D dit 3 B2 = — GG = 1500
und daher (—2)g, +38,+28,+0.

Dies ist der tiefere Grund dafiir, daBl das Gleichungssystem unerfiillbar ist.
Im Gegensatz dazu stimmen beim Beispiel unter 1. die Rdnge der beiden Matrizen A und B
iiberein; daher ist dieses Gleichungssystem erfiillbar.

3. Wie die behandelten Beispiele zeigen, kommt es bei der Frage nach der Losbarkeit eines
linearen Gleichungssystems auf die Anzahl der linear unabhidngigen Zeilenvektoren der
beiden Matrizen A und B an. Wie wir bei den Beispielen bereits gesagt haben, nennt man
diese Zahl den ,,Rang‘ der betreffenden Matrix. Wir definieren:

D13.1 Unter dem ,,Rang einer Matrix M versteht man die Hochstzahl der in M
enthaltenen linear unabhéingigen Zeilenvektoren.

Wir bezeichnen den Rang einer Matrix M mit ,,rgM*®, gelesen ,,Rang von M*“ oder kurz
»Rang M*

Bemerkung: Wir miilten in Definition D13.1 genauer vom ,,Zeilenrang* einer Matrix
sprechen. Analog ist der Begriff des ,,Spaltenrangs* zu definieren. Wir werden im IIL
Abschnitt auf den Zusammenhang zwischen Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix zu spre-
chen kommen.

4. Bei den bisherigen Beispielen haben wir den Rang einer Matrix dadurch bestimmt, dal3
wir die Matrix nach dem GauBverfahren umgeformt haben. Aus der Anzahl der sich dabei
ergebenden Nullzeilen haben wir auf die Anzahl der Zeilenvektoren geschlossen, die von den
iibrigen linear abhidngig sind.

Wir behandeln ein weiteres Beispiel:

I =2 el =3 £3 (=2) /1 =2 -1 =2
M=|-3 6 3 6|1 o 0o o o).
2 —4 -2 —4 | 0 0 0 0

Es ergeben sich zwei Nullzeilen; nur die erste Zeile enthilt von 0 verschiedene Zahlen; daher
gilt: rgM =1.
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5. Nun kann man bei der Umformung einer Matrix nach dem GauBverfahren aber in
verschiedener Weise vorgehen. Man erhélt dann in der Regel auch verschiedene Ergebnisse.

Beispiel :

Wir formen die folgende Matrix in zweifacher Weise um

12 3 1l~2~(—2) 12 3 1 12 3 1
D -2 1-2 21 ~lo 5 4 4ja0~1—5—4£5
23 1 -2 1 0 -1 —5 —4 0 5 4 4/i1
1 2 3 1 12 3 1
{0 -1 =5 =4l (=)>{0 1 5 4
0 0 —21 —16/|(=1) \0 0 21 16
1 2 3 1L2 12 31 12 3 1
2|8 1 -2 2~1l-1aos 441-4 o s 4 4
2 3 1 =2 1 \0 4 -1 0/,(=5 \o 0 21 16

Es erhebt sich also die Frage, ob sich bei verschiedenen Umformungen einer Matrix nach
dem GauBverfahren stets dieselbe Anzahl linear unabhidngiger Vektoren, also derselbe Rang
ergibt. AuBerdem ist zu kliren, ob der Rang einer Matrix bei diesen Umformungen iiber-
haupt erhalten bleibt oder ob er sich bei diesen Umformungen dndern kann.

Auf dieses Problem sind wir schon beim Beispiel unter 2. (Seite 249 f.) aufmerksam geworden;
wir haben dort durch unmittelbare Berechnung festgestellt, dal rgB=rgB’ ist.

Mit anderen Worten: wir haben zu zeigen, dal die drei Arten von Umformungen, die beim
GauBverfahren angewendet werden, den Rang einer Matrix unverindert lassen, daB es sich
— wie man sagt — um ,,rangerhaltende Umformungen‘ handelt.

Es ist unmittelbar einsichtig, daB der Austausch zweier Zeilen die Maximalzahl der in einer
Matrix M enthaltenen linear unabhédngigen Zeilenvektoren nicht dndert; denn auf die Rei-
henfolge dieser Vektoren kommt es beim Problem der Abhingigkeit offensichtlich nicht an.
Fiir die anderen Umformungen ist der Nachweis dafiir, daB sie den Rang der Matrix nicht
andern, nicht so leicht zu erbringen. Wir stellen dieses Problem vorerst zuriick, wollen den
Sachverhalt trotzdem aber schon festhalten in dem Satz

S13.1 Die beim Gauliverfahren durchzufiihrenden Zeilenumformungen lassen den Rang
einer Matrix M unverindert.

Der Beweis wird in § 14, IV (Seite 284 f) gefiihrt.

Ubungen und Aufgaben

1. Untersuche, ob die Zeilenvektoren g;, g, und g, linear abhiingig oder linear unabhingig
sind!

a) §1:(1§ —1;3), gz:(_2§3§ - 1); §3=(2; —1; =5)

b) E,=(3; —2;1), E,=(1;3; -3), E,=(2; —5:4)

¢ g, =(1;-1;0;2), g,=(-1;2;1;-1), g,=(0;2;2;2)

d) g,=(1;1; —1;4), g,=(4; —2; —2;3), E3=(—5;4;2;0) (vgl Seite 250)
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1 1 -1 4
2. Begriinde, warum in der Matrix B'=({0 —6 2|—13| die Zahl | in der dritten Zeile
0 0 O 1

durch weitere Umformungen nicht durch eine 0 ersetzt werden kann, ohne daBl in dieser
dritten Zeile an anderer Stelle wieder von 0 verschiedene Zahlen auftreten! (vgl. Seite 249)

3. Forme die folgenden Matrizen nach dem GauBverfahren auf wenigstens zwei verschiedene
Weisen um! Bestdtige dadurch die Aussage von Satz S13.1 und ermittle den Rang der
jeweiligen Matrix!

a) /1 2 3 1 b) /2 6 —3 —6 ¢ /1 0 0 1
3304) 4 -3 6 6 1100
4 5 4 2 4 3 3 6 0110
2 2 310 00 1 1
d /1 1 -1 0 e /1 1 1 =2 f) 1 -1 2
0 4 1 16 1 2 -1-6 ~2 —4 3 i3
(40 1 8) ? 4 -3 1% 1 2-1 6

4. Ermittle die Rédnge der Koeffizientenmatrix A und der zugehdrigen erweiterten Matrix B!
a) [ x+y+z—u=3 b) (x—-y= 1 ¢ {X+Y=4 d) [x+y=1

—x—y+z+u=0 y—z= 0 u+z=1 y+z=
—xX+y—z+u=0 z—u=—1 z—u=2
e) x—2y+3z— u=-5 f) X+2y— z— u= 1 g) x—y+z = 2
2x+4+ y+2z+4u= -1 —X+ y+2z4+ u=-2 y—z+u= 3
—x+2y— z = 3 —x+4y+3z+ u= 0 x+y— u=-1
y+4z— u=-3 2x+ y—3z—2u= 2 —x—-z+ u= 0
h) (—2x+3y— z—5u=—4 i) [ 9x—3y+4z=18 ) (4x—3y+6z= 6
x+2y—3z— u= 4 3x+3y+4z= 6 2x+2y+3z= 4
— y+ z+ u=-3 3x—6y—2z= 6 4x+3y+3z= 6
6x—3y+2z=12 2x+6y—3z=—6
Il Losbarkeitsbedingungen fiir lineare Gleichungssysteme

1. Wir wenden uns nun der Frage zu, unter welchen Bedingungen ein lineares Gleichungssy-
stem 19sbar ist. Offenbar hdngt die Beantwortung dieser Frage mit den Rédngen der Matrizen
A und B zusammen.

Da die erweiterte Matrix B eine Spalte mehr enthilt als die Koeffizientenmatrix A, ist von
vorneherein klar, daB fir die Rédnge der beiden Matrizen stets gilt:

rgA <rgB.

Die weiteren Uberlegungen beziehen sich auf die Matrizen A’ und B’, die sich nach vollstin-
diger Durchfiihrung des GauBverfahrens aus den Matrizen A und B ergeben. Wir setzen
dabei die Giiltigkeit des — bisher noch nicht bewiesenen — Satzes S13.1 voraus, nach dem

rgA’=rgA und rgB'=rgB ist
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2. Wie die behandelten Beispiele zeigen, konnen die folgenden Félle auftreten.

1) Ein lineares Gleichungssystem kann unerfiillbar sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn
sich bei den Umformungen eine Zeile der Form

00...0]a mit a0
ergibt. Die zu dieser Zeile gehdrende Gleichung
0-x;4+0-x,4+...40-x,=a

ist dann offensichtlich unerfiillbar.

Zu beachten ist, daB} sich durch keine weitere Umformung erreichen 148t, dal3 die Zahl a an
der letzten Stelle durch eine 0 ersetzt wird, ohne daBl an wenigstens einer anderen Stelle
dieser Zeile wieder eine von 0 verschiedene Zahl erscheinen wiirde. Dies wire ndmlich nur
moglich, wenn in der betreffenden Matrix eine weitere Zeile der Form

00...0/b mit b*0

stiinde. Dann aber konnte durch Kombination dieser beiden Zeilen eine weitere vollstandige
Nullzeile erzeugt werden; eine der beiden Zeilen wiirde erhalten bleiben. Wenn also nach
vollstindiger Durchfithrung des GaufB3verfahrens die r-te Zeile die Form

00...0]a mit a%0

hat und darunter hochstens noch vollstindige Nullzeilen stehen, so bedeutet dies, dafl in den
beiden Ergebnismatrizen A’ und B’ die r—1 ersten Zeilenvektoren linear unabhingig sind.
Die r-te Zeile zeigt, daB in der Matrix

A’ kein | B’ genau ein

weiterer von den dariiberstehenden linear unabhingiger Zeilenvektor hinzukommt. Dies
bedeutet, dafl dann

rgA'=r—1 | rgB’ =r,
also rgA’<rgB’ und nach Satz S13.1 auch rgA <rgB ist.

2) Ein lineares Gleichungssystem kann also nur dann erfiillbar sein, wenn rgA=rgB ist.
Dabei kann die Lésungsmenge

a) genau ein Element (ein n-Tupel) enthalten oder

b) mit Hilfe von einem Parameter, zwei, drei, ... Parametern darstellbar sein.
Ist die Losungsmenge mit Hilfe von k Parametern darstellbar, so sagen wir: die Losungs-
menge ist ,,k-dimensional®. Bei Gleichungssystemen mit zwei oder mit drei Variablen ist eine
eindimensionale Losungsmenge geometrisch deutbar als Gerade; eine zweidimensionale Lo-
sungsmenge ist geometrisch deutbar als Ebene.

3. Wir fragen, durch welche Bedingungen die verschiedenen Félle charakterisiert werden
konnen.

Den in §6, II und III behandelten Beispielen kann man entnehmen, dal} sich eine eindeutige
Losung genau dann ergibt, wenn der Rang der beiden Matrizen A und B mit der Anzahl n
der Variablen iibereinstimmt, wenn also

rgB=rgA=n ist.
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Nach den in §7, I behandelten Beispielen konnen wir ferner sagen:

1) Gilt rgB=rgA=n—1, also n—rgA=1, so bedeutet dies, daBl diec Werte einer Variablen
frei gewdhlt werden konnen, die Losungsmenge also mit Hilfe eines Parameters erfaBt
werden kann; die Losungsmenge ist dann eindimensional.

Beispiel x+ y—2z=-1
—ore 2x—3y+ z= 3

e B e (e Tl K

Es ist rgA=rgB=2. Somit gilt: n—rgA=3-2=1.

Tatséchlich konnen die Werte einer Variablen frei gewidhlt werden; die Losungsmenge ist
also eindimensional. Wir setzen z.B. z=t und erhalten aus der zweiten Zeile der umgeform-
ten Matrix: —y+t=1 < y=t—1

und aus der ersten Zeile: x=—1—-y+2z=—1—(t—1)+2t=—1—t+1+2t=t.
x= t X 0 1

Es ergibt sich { y= —1+t, anders geschrieben X=(y|=| —1 |+t 1
z= t z 0 1

Dies ist die Gleichung einer Geraden im R;.

2) Gilt rgB=rgA=n-2, also n—rgA=2, so bedeutet dies, dal} die Werte zweier Variablen
frei gewdhlt werden konnen, die Losungsmenge also mit Hilfe von zwei Parametern erfaf3t
werden kann; die Losungsmenge ist dann zweidimensional.

X—2y— z=-2 Dieses Gleichungssystem haben wir bereits auf
Beispiel: { —3x+6y+3z= 6 Seite 112 behandelt. Es gilt rgA=rgB=1 und
2x —4y—2z=—-4 somit n—rgA=3-1=2.

Tatsdchlich konnen die Werte zweier Variablen frei gewdhlt werden; auf Seite 112 haben wir
x=r und y=s gesetzt und eine zweidimensionale Losungsmenge erhalten.

4. Allgemein konnen wir sagen: Gilt rgA=rgB=n—k, also k=n—rgA, so ist die Losungs-
menge k-dimensional. Es gilt der Satz:

S13.2 Ein lineares Gleichungssystem mit n Variablen, der Koeffizientenmatrix A und der
erweiterten Matrix B ist genau dann
1) unerfiillbar, wenn rgA <rgB ist;
2) erfiillbar, wenn rgA =rgB ist.
a) Ist rgA =rgB=n, dann hat das Gleichungssystem genau eine Losung;
b) ist rgA=rgB<n und k=n-rgA, dann ist die Losungsmenge k-dimen-
sional, also mit Hilfe von k Parametern darstellbar.

Bemerkungen:
1) Man nennt die Zahl k=n—rgA auch den ,,Rangabfall der Matrix A“.
2) Wir haben die Giiltigkeit von Satz S13.2 an Hand der vorher behandelten Beispiele
begriindet. In einem allgemeinen Beweis hitten wir zunichst zu zeigen, da3 eine Matrix sich
durch rangerhaltende Umformungen stets auf Dreiecksform bringen 148t. Wir kommen auf
dieses Problem im III. Abschnitt (Seite 262ff.) zuriick.
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5. Wir behandeln zunédchst einige weitere Beispiele, darunter u.a. solche, bei denen m>n,
die Anzahl der Gleichungen also grof3er als die Anzahl der Variablen ist.

1) Xy —2%;4+3%,+ Xy= 2 1 -2 3 1 2 l-Z (=3) [(=3)
—2x,+ Xx,— X3-3x,=-1 B -2 1 -1 =3 | —11}41 l
3K, F %,=2%,—~ Xy= 3 3 1 =2 =1 3 1
3x, —2x,+3x;—-2x,= 6 3 -2 3 -2 6 ‘1
1 ~2 3 1 2 1 -2 3 L[ 2 1 -2 3 1] 2
N § =1 3[-7-4_+0—35—13 _)0—35—13
0 7 —11 —4|-=3/]-3 0 0 2 —=19(12/[(=1D) 0 0 2 —-19]12
0 4 -6 -5 0 J‘S 0 0 2 —-19|12 l-l 0 00 0] 0

Es gilt also: rgA=rgB=3 und n—rgA=4—-3=1. Also konnen wir die Zahlen fiir eine
Variable frei wahlen. Wir setzen z.B. x,=t. Dann ergibt sich:

fiir x,: 2%, —19t=12 == x3=6+%t;
fiir x,: —3x,+5(6+32t)—t=3 < —3x,+30+Lt-t=3
< —3x2=—27—%t < x2:9+-32—1t;
fir x;0 X, =20+3)+3(6+L20)+t=2 < x, —18-31t+18+3 t+t=2
< x,=30t—3lt+2 < x,=2+3t
x1=2+%t Xy 2 3
. o) xp=9+3kt RETEEIMIE
Wir erhalten: X3=6+12—9t , also X= Nl +2 19
XK=t X 0 2
Eine geometrische Interpretation im R, oder im R; ist in diesem Falle allerdings nicht
moglich.
2) 3Ix+2y= -1 32| -1\ |-4 (=2) (3 2| -1
4x+ y=-2 B=[4 1| =2 (=3 —-10 5 2
6x+4y= 3 6 4 3 -1 0 0 5

Es ist rgA =2 und rgB=3. Das Gleichungssystem ist also unerfiillbar. Stelle die Gleichungen
im Koordinatensystem dar und bestétige das Ergebnis geometrisch (Aufgabe 1a)!

3) x—3y=4 1 -3|4 l-(—2) (-4 /1 =3 4
2x+ y=1 B=(2 1 1) -1 l —><0 7 —7)‘:7
4x —5y=9 4 =519 -1 0o 71-=-7/1:7

1 -3 4 1 -3 4
—>(0 1 —1) -(—1)—»(0 1—1)
0 1]-—1 Ll 0 0 0

Es ist also rgA=rgB=2. Das System ist also eindeutig losbar. Es gilt: y=—1 und

x=4+3y=4—-3=1. Das Losungspaar ist also (1| —1).

Stelle die Gleichungen im Koordinatensystem dar und bestitige das Ergebnis geometrisch

(Aufgabe 1b)!

4) x—2y= 3 1 -2 3\ -2 |-1 1 =213
—2x+4y=—6 B:(—Z 4 —6) 1-1 J ﬂ(O 0 )
— Xx4+2y=-3 =1 2|=3 -1 \00 0]0
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Es gilt also: rgA=rgB=1. Ferner gilt: n—rgA=2—1=1. Setzen wir z.B. y=t, so ergibt sich:
x=3+2t. Die vektorielle Darstellung der Losung lautet:

- 13 2 . . :
X= (O) +t (l); dies ist eine Geradengleichung in Parameterform.

Stelle die Gleichungen des Systems im Koordinatensystem dar und bestédtige das Ergebnis
geometrisch (Aufgabe 1¢)!

5) x=2y+ z=-—1
—2x4+ y+2z=-5
3x— y+2z= 3
x—3y+8z=-9
1 -2 1] -1 2 1-(=3) |(-1) /1 =2 1] -1
-2 1 2| -5 lll 0 -3 4| -7
B= —
3 -1 2 3 -1 0 5 -1 6 :—J
1 =3 8| -9 -1 0o -1 7|-8
[ =2 1[=1 1 -8 ] —I
0 -1 7|-8 1-5[(—3)_) 0 —1 70 =8\ (-1
0 5 —1| 6]i-1 0 0 34|-34):34
0 -3 4|-7 -1 0o 0 —17| 17/ :17
1 -8 1]—1i o 1 =2 0] 08 f=1 1 0 0] 2
6 1 -7 % Il{ 0101]2 01 0| 1
— — —
6 0 1=}t 7l(=0 0 0 1|-1 0 0 1]|—1
0 0 —11 1 l-l 0 0 0] O 0 0 0] O
Es ist also rgA=rgB=3=n. Daher ist das Systerﬁ eindeutig losbar. Es gilt: x=2, y=1
und z= — 1. Das Losungstripel ist (2|1] —1).
6) x—2y+ z=-—1 1 =2 1] -1 22 ]-(=3) |-(=1)
—2x+4+3y—-2z= 0 B -2 3 =2 0 Ll J
3x— y+2z= 3 3 -1 2 3 -1
x—3y+ z= 5 1 -3 1 35 -1
1 -2 1] -1 1 -2 1] -1
N 0 -1 0| -2 J'-S l-(~1)_} 0 -1 0| -2
0 5 —1 6 -1 0 0 —-1| —4
0o -1 0 6 -1 o 0 O 8

Es gilt also: rgA =3 und rgB=4. Daher ist das Gleichungssystem unerfiillbar.

Ubungen und Aufgaben

1. Stelle die Gleichungen graphisch dar und bestitige dadurch die Losung des Gleichungs-
systems geometrisch!

a) (vgl. Seite 255) b) (vgl. Seite 255) c) (vgl. Seite 255) d)
3x+2y=—1 x—3y=4 x—2y= 3 x— y=4
4x+ y=-2 2x+ y=1 —2x+4y=—6 2x+ y=2
6x+4y= 3 4x—5y=9 — x+2y=-3 x—2y=6
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2. Ermittle zum folgenden Gleichungssystem jeweils rgA und rgB und stelle fest, ob das
System I0sbar ist oder nicht! Bestimme die Losungsmenge und deute sie geometrisch !

a) [3x—2y+3z=4 b) [ x— y+2z=-6 c) [ x+4y+3z=2
X— y+4z=1 2x +3z= -8 x+ y+ z=2
5x—3y+2z=3 2x —2y+4z=-2 3x+3y+ z=0

d) 6x+3y—3z=-3 e) [2x—2y+4z= 6 f) (3x+ y— z=2
—2x— y+ z= 1 X— y+2z= 6 2x4+2y— z=1

4x+4+2y—2z=-2 X4 Y+ z2==2 8x+4y—3z=5

3. Untersuche das Gleichungssystem auf Losbarkeit! Ermittle die Losungsmenge !

a) (x+y+z =-3 b) (x— y+4z = —]

y+z+u = 1 2y +2u—-5v+w= 4

z+u+v= 3 Xx—2y+ z +2v =-—3

x+ y+8z+ u—4v = 3

¢) (3x+2y+2z=4 d [ x-5y-3z—2u— v=-11

3x—5y+2z=2 3x+2y+ z +5v= 1

3x+3y+4z=6 2x4+3y— z— u+4v=— 2
3x—6y—2z=6

4. Bestimme die Losungen der Gleichungssysteme in § 13, I, Aufgabe 4 (Seite 252)!

5. Ermittle alle ganzen rationalen Funktionen 3. Grades, auf deren Graphen die Punkte
P(—1/6), Q(0|3) und R(1|4) liegen!

6. Eine ganze rationale Funktion 4. Grades habe die Nullstelle 0; auBerdem liegen P(1|1)
und Q(—1]|—1) auf dem Graphen. Ermittle die Schar dieser Funktionen!

7. Werden chromgelbe Farbpigmente mit blauen
gemischt, so entstehen brillante Griintone. Ein Anteils Sorten I II 11
bestimmtes sattes Griin enthédlt 90 Anteile
Chromgelb und 10 Anteile Blau. Um diese Far- Chromgelb 80 95 | 100
be herzustellen, stehen drei andere Farben mit Blau 20 5 0
unterschiedlichen Anteilen (vgl. Tabelle!) zur
Verfiigung. Ermittle alle Moglichkeiten fiir eine
Mischung aus I, IT und III!

8. Der neu aufgeschwemmte Humusboden in einer
rekultivierten Braunkohlengrube soll durch ei- Eotelle — Lol v
nen Mineraldiinger verbessert werden. Auf
Grund der Bodenanalysen soll ein NPK-Diinger N 10 [15 |15 |10
gestreut werden mit 12 Anteilen Stickstoff (N), P 30 |10 |15 |15
15 Anteilen Phosphaten (P) und 18 Anteilen K 0120 115 120

Kali (K). Gemischt werden kann er aus vier
handelsiiblichen NPK-Diingern. Ermittle alle
Moglichkeiten!
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9.

10.

11.

12.

13.

Ein bestimmter Orange-Ton enthdlt 60 Anteile

Chromgelb und .40 Anteile. Rot. Ermittle alle Aieiia i Il v

Moglichkeiten, wie er aus vier anderen Farbto-

nen der gleichen Serie gemischt werden kann! Chromgelb 30 {80 |50 |90
Molybdatrot 70 {20 |50 |10

Als Geschenksortimente bietet ein Weingut von g
der Mosel Kisten mit je 10 Flaschen Wein an. Preis orten Il oo v
Beteiligt sind daran vier Sorten unterschiedli-
cher Qualitdt und Preislage. Kannst du aus den 57DM 5 |3 (2-]0
jeweiligen Gesamtkosten der einzelnen Sorti- 64 DM 4 12 (2 ]2
mente die Flaschenpreise der beteiligten Wein- 46 DM G (245 %
sorten ermitteln?
Gegeben sind die linearen Gleichungssysteme:

Xx+y +2u=0 X+y +2u=—-k+2

2x+y+ z+3u=0
—y+2z+ u=0
x + z+ u=0

J2x+y+ z+4+3u=2k
und S,: —y+2z+ u=0
x + z+ u=k’

Syt

a) Ermittle die Losungsmenge L, des Systems S,? Welche Dimension hat sie?

b) Bestimme die Losungsmenge L, fiir das nur aus den beiden ersten Gleichungen
von S, bestehende Gleichungssystem S,! Welche Dimension hat L;?

¢) Untersuche, fiir welche Werte von keIR das inhomogene Gleichungssystem S, 18s-
bar ist! Ermittle fiir diese Werte von k den Losungsvektor!

-

Ermittle alle Werte von ke R*°, fiir welche die folgenden vier Vektoren @, B, Cund d
linear abhéngig sind!
Bestimme ferner alle k, fiir die @, b und € linear unabhingig sind !

1 k = 0
. 1\ = {1\ . [ o} 5 (1
a=| ] b=ls ) o= Jak ) 95 ax

1 0 K 1

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem

12 3 3k 3k—9
@x+by+cz=d mit a=| 7|, b=| 1|, ¢=[ 1|, d=[ 0 |undkeR.
2k - 6 16

a) Fiir welche Werte von keR hat das Gleichungssystem genau eine Losung?

b) Stelle den Losungsvektor in Abhéngigkeit von k dar! Fiir welches k wird x=%?
Berechne fiir dieses k auch y und z!

¢) Untersuche, fiir welche k das Gleichungssystem unldsbar ist!

Zeige, daB sich fiir dieses k der Vektor & aus den beiden Vektoren b und € linear erzeu-
gen laBt!

d) Bestimme k so, daB3 das Gleichungssystem unendlich viele Losungen hat! Stelle diese
Losungsmenge dar und deute sie geometrisch!
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14. Gegeben sei eine Schar von Ebenen ¢(k) mit ke R durch x—2y+kz=0.
a) Zeige, dal alle Ebenen ¢(k) eine Gerade g gemeinsam haben! Ermittle eine Parame-
tergleichung von g!
b) Zu jeder Ebene ¢(k) der Schar gibt es eine zu ihr parallele Ebene ¢*(k), die durch den
Punkt P(—1|1| —1) geht. Ermittle eine Normalengleichung von ¢*(k)! Fiir welches kelR
fallt e(k) mit e*(k) zusammen?
¢) Untersuche, ob es zu jeder Ebene (k) eine auf ihr senkrechte Ebene ¢* (k') mit k'eR gibt!
Ermittle k' fiir k=1, bestimme die zugehdrigen Ebenengleichungen und ermittle fiir diese
Ebenen die Spurgeraden in den drei Koordinatenebenen!
d) Gegeben ist das lineare Gleichungssystem mit kelR. Ermittle die Losungsmenge L (k)!
x—2y+kz =0
x—2y+(k—=1)z=0
x—2y—2kz =(k-3)(k+1)
e) Untersuche, wie sich die Losungsmenge aus dem Ergebnis von a) durch geometrische
Uberlegungen bestitigen 1463t!

. Der Zeilen- und der Spaltenrang einer Matrix

1. Wie wir bereits im §7,III erortert haben, fiilhrt die Untersuchung von n Vektoren auf
lineare Abhéngigkeit oder Unabhédngigkeit auf ein homogenes Gleichungssystem, also auf ein
System, bei dem fiir alle Absolutglieder auf der rechten Seite gilt: r, =0 (k=1, 2, ..., m). Wir
haben in § 7, III (Seite 120) bereits festgestellt, daB3 jedes solche System erfiillbar ist, weil es auf
jeden Fall die triviale Losung

X;=X,=...=Xx,=0

besitzt. Durch Anwendung von Satz S13.2 auf diesen Sonderfall ergibt sich der Satz

S13.3 Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit n Variablen hat
1) nur die triviale Losung genau dann, wenn rgA =n ist;
2) eine k-dimensionale Losungsmenge genau dann, wenn rgA <n und k=n—rgA ist.

Begriinde den Satz im einzelnen (Aufgabe 2b)!

2. Als Beispiel untersuchen wir drei Vektoren

1 2 1
a,=|-2|; a,=| 1| und a,=|(3
3 - 1

auf lineare Abhéngigkeit bzw. Unabhingigkeit. Wir formen die zugehorige Koeffizientenma-
trix A um:

1 2 1 1-2 (=3 /1 2 1 1 2 1 1 21
A=| — 13 -1 -0 5 S5|:5-|0 1 1 l-7a 0 1 1)
3 =1 1 -1 0 =7 =2 0 -7 =2/ 31 \0 O §

Man erkennt, daBl rgA =3 ist. Das zugehorige Gleichungssystem hat nur die triviale Losung:
¢, =c,=c;=0. Daher sind die drei Vektoren linear unabhéngig.
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3. “Wir konnen dem Ergebnis der Rechnung des vorigen Beispiels noch eine neue Erkenntnis
entnehmen. Das gestellte Problem war, die drei Spaltenvektoren Z;, &,, &, auf lineare
Abhéngigkeit zu untersuchen. Zu diesem Zwecke haben wir die zugehdrige Koeffizientenma-
trix A durch Zeilenumformungen den Rang dieser Matrix bestimmt. In Definition D13.1
haben wir als Rang einer Matrix aber die Hochstzahl der in der Matrix vorkommenden
Zeilenvektoren definiert. Man miillte genauer von ,,Zeilenrang* der Matrix sprechen und
diesen z.B. mit ,,rg,A“ bezeichnen. Beim letzten Beispiel gilt: rg, A=3.

Dieses Ergebnis gestattet eine doppelte Interpretation: einerseits ergeben die Umformungen,
daB die Zeilenvektoren g, =(1;2;1); g,=(—2;1;3) und g,=(3; —1;1) linear unabhingig
sind; andererseits haben wir aus der Tatsache der eindeutigen Losbarkeit des homogenen
Gleichungssystems geschlossen, daBl die drei Spaltenvektoren @,, @, und &, ebenfalls linear
unabhéngig sind, daB also — anders ausgedriickt — der Spaltenrang der Matrix A ebenfalls
den Wert 3 hat: rgg, A=3.

Dazu definieren wir entsprechend zu D 13.1:

D13.2 Unter dem ,,Spaltenrang einer Matrix M* versteht man die Hochstzahl der in M
enthaltenen linear unabhéingigen Spaltenvektoren.

Wir bezeichnen den Spaltenrang einer Matrix mit ,,rgs, M, den Zeilenrang mit ,,rg, M.

4. Im letzten Beispiel haben wir gesehen, daB der Zeilenrang und der Spaltenrang der
betreffenden Matrix den gleichen Wert haben; es gilt bei diesem Beispiel:

rg;A=rgs, A=3.

Wir behandeln ein weiteres Beispiel:

1 -2 —1
d,=|—1]; @a,=| 3|; a,=( 3
2 1 —4

1 =2 =1\ |-1]-2 1 =2 -1 1 =2 —1

A=| -1 3 3 llJ - |0 1 211:3-10 1 2

-2 1 —4 -1 0 -3 -6 Ll 0O 0 O

Es gilt g, A=2. Das fragliche Gleichungssystem hat also eine nichttriviale Losung; d.h. die
drei Vektoren @, @,, @, sind linear abhingig.

Andererseits erkennt man sofort, daB3 es wenigstens zwei linear unabhéngige Spaltenvektoren
gibt, zB. @, und ,; daher gilt: rgg, A =2, also auch bei diesem Beispiel

rg;A=rgg A

5. Man kann vermuten, da3 es sich um einen allgemeinen, also fiir alle Matrizen geltenden
Sachverhalt handelt. Dies wollen wir im folgenden mit Hilfe der rangerhaltenden Umfor-
mungen des GauBverfahrens beweisen.

AuBer den oben besprochenen Zeilenumformungen wollen wir hierbei als weitere Umfor-
mungsart das Vertauschen zweier Spalten zulassen. Wir haben also zu zeigen, da3 eine solche
Umformung den Zeilenrang einer Matrix nicht dndert.
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Um die Schreibweise zu vereinfachen, vertauschen wir in der gegebenen Matrix M zunichst
siamtliche Zeilen mit den entsprechenden Spalten, gehen also zur sogenannten ,,transpo-
nierten Matrix‘‘ MT iiber.

Beispiel :
2 -1 3§ 3% f _i 2
FirM=| -1 4 —7 =2 |ist MT= 3 -7 o
3 5 2 -3 s 9 _3

Hat M also m Zeilen und n Spalten, so hat MT n Zeilen und m Spalten; auBerdem gilt:
MNHT=M.

Dann haben wir zu zeigen, daB in jeder Matrix MT ein Vertauschen zweier Zeilen den
Spaltenrang nicht dndert.

Es seien g;, g,, ..., g, die Zeilenvektoren von M, also die Spaltenvektoren von MT. Wir
greifen aus diesen Vektoren eine beliebige Auswahl heraus, z.B. die ersten k Vektoren. Dann
gehort zum Problem der linearen Abhéngigkeit oder Unabhidngigkeit dieser Vektoren das
Gleichungssystem

C, 8 +¢E,+...+¢.8. =0,
ausfiihrlich geschrieben:

C1811+C8 1+ +C 8 =0
C1812FCa8n+ .+ 8, =0

C181ntC28nt+ . +C8n=0.

Vertauscht man nun in MT zwei Zeilen, so bedeutet dies das Vertauschen der entsprechen-
den Gleichungen in diesem Gleichungssystem. Dies hat offensichtlich keinen EinfluB auf die
Losungen des Systems, also auch nicht darauf, ob diese Vektoren g, g,, ..., g, linear
abhéngig oder linear unabhéingig sind.

Die gleiche Uberlegung kann man bei jeder beliebigen Auswahl von Zeilenvektoren von M7
anstellen. In keinem Fall dndert sich durch die Vertauschung etwas an der Abhingigkeit
oder Unabhingigkeit dieser Vektoren. Dies bedeutet, dal eine Vertauschung zweier Zeilen
von MT den Spaltenrang von M" und somit eine Vertauschung zweier Spalten von M den
Zeilenrang von M nicht beeinflufit.

Es gilt also der Satz

S13.4 1) Das Vertauschen zweier Spalten einer Matrix M LiBt den Zeilenrang von M
unveriindert.
2) Das Vertauschen zweier Zeilen einer Matrix M lafit den Spaltenrang von M
unverindert.

Bemerkung: Da offensichtlich das Vertauschen zweier Zeilen den Zeilenrang und das Vertau-
schen zweier Spalten den Spaltenrang nicht beeinfluBlt, kann man zusammenfassend sagen:

Das Vertauschen zweier Zeilen und das Vertauschen zweier Spalten einer Matrix
M lassen den Zeilen- und den Spaltenrang von M unverindert.
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6. Wir wollen nun zeigen, daB bei jeder Matrix M der Zeilenrang rg,M und der Spalten-
rang rgg, M iibereinstimmen.
Gegeben sei eine Matrix M mit m Zeilen und n Spalten:

Ay Ay, ... Agg
M= Ay Az, ... Ay,
a'ml a‘mZ cee g

Wir formen die Matrix nach dem GauBverfahren um; wir wollen erreichen, daBl in der
Hauptdiagonale, also an den Stellen, die durch die Indexpaare (1]1), (2]2), (3|3) usw. gekenn-
zeichnet sind, — soweit es moglich ist — jeweils die Zahl 1 und dariiber und darunter jeweils
die Zahl 0 steht. Wir wenden also das erweiterte GauBverfahren an, bei dem jeweils auch die
weiter oben stehenden Zeilen so umgeformt werden, da auch iiber dem betreffenden Haupt-
diagonalglied am Ende jeweils nur die Zahl O steht.

Wenn fiir alle Elemente der Matrix gilt: a;, =0, so gilt rg,M =rgg, M=0. Wir setzen also fiir
das folgende voraus, daB fiir wenigstens ein Element gilt: a;, %0.

1. Schritt: Falls a,, =0 ist, bringen wir durch Vertauschen der i-ten mit der ersten Zeile und
der k-ten mit der ersten Spalte das von O verschiedene Element a;, an die Stelle (1|1); dann
dividieren wir die erste Zeile durch die Zahl a;, ; damit erhalten wir in der neuen Matrix das
Element b, =1.

Mit Hilfe dieses Elementes konnen wir durch entsprechende Zeilenkombinationen alle unter
b,, stehenden Elemente der ersten Spalte zu 0 machen. Die Matrix hat dann die Form

I by, ... b

in

Wenn ab der zweiten Zeile alle Elemente dieser Matrix 0 sind, dann gilt rg,M=rgg M=1.
Begriinde dies (Aufgabe 3a)!

2. Schritt: Gilt fiir wenigstens ein Element b;, mit i>2: b, 0, so bringen wir es — falls
notig — durch Vertauschen der entsprechenden Zeilen und Spalten an die Stelle (2]2) und
dividieren die zweite Zeile durch b;,. Dann gilt in der neuen Matrix: c,, =1. Mit Hilfe dieser
Zahl konnen wir durch passende Zeilenkombinationen alle Elemente der zweiten Spalte
(auBer c,,) zu 0 machen. Die Matrix hat dann die Form:

1 0 €3 s Oy
0 1 ¢y C2n
0 0 cyy Can
0 0 cn3 -v Cog

Sind dann ab der dritten Zeile alle Elemente dieser Matrix 0, so gilt rg,M=rgg M=2.
Begriinde dies (Aufgabe 3b)!
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Wir setzen dieses Verfahren fort, bis es nach r Schritten abbricht; dies ist der Fall, wenn
r=n oder wenn r=m ist oder wenn unterhalb der r-ten Zeile alle verbleibenden Elemente den
Wert 0 haben. Die letzte Matrix hat in den drei moglichen Fillen die folgende Form:

1 00...0
0 10..0

0 01..0 r Zeilen

1) Fir r=n und m>n: O ] ,
0 00..1
0 00..0
1 00...0
0 10..0
oder, wenn m=n ist: 0 01..0
0 00..1

In diesem Fall ist offensichtlich rg,M =rgg M=r=n.
1 00..0 ..
0 1 0...0 *..x%
2) Fiir r=m und m<n: 0 01..0 =

%

Hier stehen die Sterne
Ce - . fur beliebige Zahlen.
000 ... 1 x..x
N e N\ ——
r Spalten n—r Spalten
In diesem Fall ist rg,M =r=m, aber auch rg, M=r, weil jeder der restlichen Spaltenvektoren

als Linearkombination der r ersten Spaltenvektoren dargestellt werden kann. Ist einer dieser
Vektoren z.B., der Vektor

a, a, 1 0 0 0
a, a, 0 1 0 0
a=| ay |, sogilt | a; |=a,] 0 J+a,| O J+as| [ |+...+a| O
a, a, O 0 0 1

01 0..0 = * Die Sterne stehen
r Zeilen 0 0 1..0 = * auch hier fiir
D beliebige Zahlen.
0 0 0..1 = *
00 0..0 0
m-—r Zeilen{ P
O 0 0..0 0..0

——

r Spalten n—r Spalten

In diesem Falle ist rg,M=r1, aber auch rgg M=r, weil auch hier jeder der restlichen
Spaltenvektoren aus den r ersten Spaltenvektoren linear erzeugt werden kann.
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In jedem der drei moglichen Fille gilt also in der Tat: rg,M=rgg, M=r.

Damit haben wir bewiesen:

S13.5 Bei jeder Matrix M stimmen Zeilen- und Spaltenrang iiberein.

7. An Hand der durchgefiihrten Uberlegungen zur Umformung einer Matrix konnen wir
nun auch die Giiltigkeit von Satz S13.2 iiber die Losbarkeitsbedingungen von linearen
Gleichungssystemen beweisen. Wir miissen allerdings die Einschrinkung machen, daB wir
noch nicht nachgewiesen haben, daB} die Umformungen des GauBverfahrens den Rang einer
Matrix unverdndert lassen. Diesen Satz (S13.1) werden wir in §14 — und zwar ohne
Riickgriff auf die hier behandelten Sdtze — beweisen.

Wir denken uns die im Vorstehenden beschriebenen Umformungen bei der Koeffizientenma-
trix A eines linearen Gleichungssystems von m Gleichungen mit n Variablen durchgefiihrt.
Uber die bei unseren Beispielen praktizierten Umformungen hinaus kdénnen dabei zusitzlich
Vertauschungen von Spalten vorgenommen worden sein. Eine Vertauschung zweier Spalten
in der Koeffizientenmatrix A bedeutet fiir das Gleichungssystem ein Vertauschen der ent-
sprechenden Variablen, also eine Umbenennung dieser Variablen. Da man diese Umbenen-
nung am Ende der Rechnung wieder riickgéngig machen kann, ist ein Spaltentausch fiir das
Problem der Erfiillbarkeit eines Gleichungssystems ohne Belang.

Wir denken uns ferner die mit der Matrix A durchgefiihrten Umformungen in der genau
gleichen Weise auch bei der erweiterten Matrix B vorgenommen. Auf die hinzugefiigte letzte
Spalte der Absolutglieder des Gleichungssystems werden dann nur Zeilenumformungen
angewendet; diese Spalte bleibt also stets an der letzten Stelle.

Ist nun rgA <rgB, so ergibt sich — wie wir auf Seite 253 bereits begriindet haben — eine
unerfiillbare Gleichung der Form

0:-x,+0-x,+...4+40-x,=a mit a=0.

Das System ist dann ebenfalls unerfiillbar. Wir setzen also voraus, dal rgA=rgB ist und
betrachten die drei oben angegebenen Fille fiir das Ergebnis der Umformung der Matrix A.
In Fall 1) ist rgA=n. Die zugehorigen Gleichungen sind alle von der Form x,=s,
(k=1, 2, ..., n), wobei s, das k-te Element in der letzten Spalte der Ergebnismatrix B’ bezeich-
net. Das System ist also eindeutig 16sbar.

In den Fillen 2) und 3) ist rgA=r<n. Man erkennt, dal man die Werte der zu den letzten
n—r Spalten gehdrenden Variablen X, ;, X, ,, ..., X, frei wihlen, also durch einen Parameter
erfassen kann; die Werte fiir die Variablen x,, x,, ..., X, sind dann eindeutig festgelegt.
Setzen wir k=n —r, so hat das System also eine k-dimensionale Losungsmenge.

Damit ist Satz S13.2 bewiesen.

Bemerkung: Wird das GauBverfahren so vollstindig durchgefiihrt, wie wir es bei dem
vorstehenden Beweis beschrieben haben, so erhdlt man am Ende auch genauen Aufschluf3
Uber diejenigen Variablen, deren Werte man frei widhlen kann, die man also durch einen
Parameter zu erfassen hat. Man lauft dann also nicht Gefahr, eine ,.falsche* Variable durch
einen Parameter zu ersetzen. Insofern haben die beim obigen Beweis durchgefiihrten Uberle-
gungen durchaus auch einen praktischen Nutzen fiir die Bestimmung der Losungen des
betreffenden Gleichungssystems.
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Ubungen und Aufgaben

1. Ermittle jeweils die Losungsmenge der folgenden homogenen Gleichungssysteme!

a) X— y+2z=0 b) (— x—3y+ z=0 ¢) (x—y+z+u=0
Xx+2y+3z=0 2x+5y—2z=0 X+y—z+u=0
3x+ y— z=0 3x+6y—3z=0 X+y+z—u=0
5x— y+4z=0 —3x—8y+3z=0 X+y+z+u=0

d) (2x— y+3z+ u=0 e) (2x— y+3z+ u=0 f) (x—y=0
—Xx+2y— z+3u=0 —x+2y— z+3u=0 y+z=0
"X+ y+2z+4u=0 2x+ y— z+4u=0 z—u=0
3x—3y+4z—2u=0 3x—3y+4z—2u=0 x+u=0

2. a) Bestitige die Aussage von Satz S13.3 an Hand der Aufgaben 1!
b) Begriinde die Herleitung von Satz S13.3 im einzelnen! (vgl. Seite 259!)

3. a) In einer Matrix M sei b,, =1; ferner seien von der zweiten Zeile an alle Elemente
gleich Null. Begriinde, daB dann rg,M=rgg, M =1 gilt! (vgl. Seite 262!)
b) In einer Matrix M sei ¢,; =c¢,,=1 und c,, =0; ferner seien von der dritten Zeile an
alle Elemente gleich Null. Begriinde, dal dann rg,M =rg, M =2 gilt! (vgl. Seite 262!)

4. Bilde zu den folgenden Matrizen jeweils die transponierte Matrix und vollziehe die
Beweisschritte zu Satz S13.4 im einzelnen nach!

a) /1 1 1 11 b) /-1 1 1 1 1 1
(1 -1 1 1 1) 1 1 1-1 11
1 1 -1 11 1-11 1 11
1 11 1-11
5. Vollziehe die Beweisschritte von Satz S13.5 an den folgenden Matrizen im einzelnen
nach!
a) 1 -1 0 1 b) /1 0 0 1 ¢ /1 0 1 2 1 2
-1 0-2 10 1 1 0 1 0 01 1 01
1 -1 0 20 1 110 0o 1 1 211
o 0 1 -1 2 1 1 1 1 1 -1 3 50 4
01 1 1 0 10010

6. Die folgenden Gleichungssysteme sind mit den Matrizen von Aufgabe 5 gebildet.
Ermittle die Losungsmengen!

a) y— z + v=—-1 b) (x +u=0 ¢) (x +z+2u+v+2w=—1
—-x —=2z+ u =—1 x+y 4u=2 z+ u+ w=-—-2
X—y +2u = 6 Xx+y+z =4 y+ z+2u+v+ w= 1

z— ut2v= 1 Xx+y+z+u=3 x—y+3z+5u+ 4w=-8

y+z+u=2 y +v = 3

7. Untersuche, fiir welche reelle Zahl a das folgende Gleichungssystem 16sbar ist und
ermittle die Losungsmenge!

X+y+z—u=a A x+y—z—u=1 A X+y+z—u=3
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

a) Untersuche, ob es Zahlen a,be R gibt derart, da3 das Gleichungssystem
ax+4y+z=5A2x+3y+z=b A 3x+2y+z=-5

1) unerfiillbar, 2) eindeutig 16sbar ist bzw. 3) unendlich viele Losungen hat!
b) Ermittle in den Fillen 2) und 3) die Losungsmenge!

¢) Untersuche die Lagebeziehung der drei Ebenen, die in den drei Féllen durch die
Gleichungen dargestellt werden!

. Ermittle die gegenseitige Lage der drei Ebenen!

a) ¢;: x+2y—4z=-5 b) ¢ x—-2y+3z= 2 ¢) &: X+ y— z=3
g0 4x—-3y+6z= 2 &,: X+5y+2z=-3 g1 X— y+ z=1
g3: X— y+2z= 1 €3 2x—3y—2z= 19 g3: 2Xx4+3y—3z=38

Ermittle die gegenseitige Lage von Ebene ¢ und Gerade g!
a) & 3x—2y—4z=8 b) ¢ 2x—T7y—5z=—4 c) & x—y+2z=-3

4 2 -2 S 5 1
g X=|0]|+t| -3 g X=| 0]+t|0 g X=| 1|+t| -1
3 5 0 2 —2 -1

Ermittle die gegenseitige Lage der Ebenen ¢; und ¢,!
a) g;: x+2y+2z=1 b) ¢;: x—2y+z= 5 c) & X+ y+z=-2
g8y 3y+2z=2 850 X—2y+z=-1 g0 X+2y—z=-6

Deute die folgenden Gleichungssysteme und ihre Losungen geometrisch!
a) ([ x—2y=1 b) [ x+ y+ z= 2 ¢) [x+ y=0 d) x— y+ z= 1

X+ y=4 2x— y—2z=-2 x—2y=1 —2x+2y—-2z=-2
2x— y=5 x+4y+3z= 2 x—5y=3 3x—3y+3z= 4
e) [(x—y—z=0 f) x+5y+3z=3 g) x+ y=1
X—y+z=2 x+9y+5z=5 x— y=3
x—y =1 x+ y+ z=1 2x+ y=3
x+3y+2z=2 x—3y=5
h) (x +2z=1 i) x— y+ z=1 ([ x—2y+3z= 7
y+ z=5 —x—2y+4z=1 x+2y—-5z= 7
x—y+2z=0 3x —2z=1 3x—2y+ z= 21
y— z=4 2x+ y—3z=0 —x+2y—3z=-7

Die Matrix B’ eines linearen Gleichungssystems habe am Ende der Umformungen die
angegebene Gestalt. Wie liegen die Ebenen, die durch die Gleichungen des urspriingli-
chen Systems dargestellt werden? Die Sterne stehen hier fiir von Null verschiedene

Zahlen.
* * * * * * * * * * * * * * * *
a) (0 * % *) b) (0 0 = *) c) (0 0 0 *) d) (0 00 0)
0 0 0= 0 0 00 0 0 0] = 00 0f0

Wie konnen drei Ebenen zueinander liegen, wenn fir die umgeformten Matrizen des
zugehorigen Gleichungssystems gilt:
a) rgA’=2 und rgB'=3; b) rgA'=rgB' =2?
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§ 14 Vektorraume

. Der Begriff des Vektorraums

1. In §2 und §3 haben wir fiir Vektoren zwei Verkniipfungen definiert: die Vektoraddition
und die Multiplikation einer Zahl mit einem Vektor, die sogenannte S-Multiplikation.
Auflerdem haben wir die grundlegenden Gesetze hergeleitet, die fiir diese beiden Verkniip-
fungen gelten.

Nun gibt es auBler den Pfeilklassen und den Zahlenpaaren, Zahlentripeln und Zahlen-n-
tuplen noch zahlenreiche weitere mathematische Objekte, fiir die man Verkniipfungen dieser
Art so definieren kann, da3 dieselben Gesetze gelten. Wir behandeln das folgende

Beispiel :

Es sei F die Menge aller Funktionen, die {iber der Menge R definiert sind.

1) Die Addition zweier Funktionen f,, f,€eF erkldaren wir in naheliegender Weise mit Hilfe
der Funktionswerte f, (x) und f,(x) folgendermaBen:

f, +f,=f bedeutet, daB fiir alle xeR gilt: f, (x)+f,(x) =f(x).

Man kann leicht zeigen, daB fiir diese Verkniipfung die Gesetze K, A, N und I gelten
(Aufgabe 1).

Das neutrale Element in F ist die Nullfunktion n, bei der fiir alle xeR gilt: n(x)=0. Eine
Funktion f hat als inverse Funktion die Funktion g zu g(x)= —f(x); denn fiir alle xeR gilt:

f(x)+ [ —f(x)]=f(x) —f(x) =0=n(x).

Wir bezeichnen diese Funktion mit ,, —f“; dann gilt f+(—f)=n.

Die Menge F aller Funktionen iiber R bildet also mit der Addition als Verkniipfung eine
,kommutative Gruppe*. Man sagt auch: das Verkniipfungsgebilde (F, +) ist eine kommutati-
ve Gruppe.

2) Die Multiplikation einer Funktion feF mit einer reellen Zahl r erkldren wir ebenfalls mit
Hilfe der Funktionswerte f(x) folgendermaBen:
rf=g bedeutet, daB fiir alle xeIR gilt: rf(x) = g(x).

Man kann leicht zeigen, daB fiir diese Verkniipfung die gleichen Gesetze gelten wie fiir die S-
Multiplikation von Vektoren, ndmlich:

Fiir alle r, seR und alle feF gilt: r(sf)=(rs)f.
Fiir alle r, seR und alle feF gilt: (r+s)f=rf+sf.
Fiir alle relR und alle f, geF gilt: r(f+g)=rf+rg.

AuBerdem halten wir noch fest:

Fiir alle feF gilt 1f=f.
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2. Vor einer dhnlichen Situation standen wir im Mathematikunterricht der Sekundarstufe I,
als wir feststellten, daB in zahlreichen Fillen die Gesetze A, N, I und hiufig auch das Gesetz
K gelten. Wir haben diese Erkenntnis seiner Zeit zum AnlaB genommen, die Begriffe
,»Gruppe” und ,,kommutative Gruppe“ einzufiihren.

Beispiele: Die Verkniipfungsgebilde (Z; +); (R; +); (@ ¥°; -) und (R*?; ) sind kommutative
Gruppen.

3. Weitere Beispiele fiir allgemeine Begriffe, mit denen gemeinsame Eigenschaften von Ver-
kniipfungsgebilden erfaBt werden, sind die Begriffe des ,,Korpers*“ und des ,,kommutativen
Korpers*.

Diese Begriffe beziehen sich auf Fille, in denen fiir die Elemente einer Menge M zwei
Verkniipfungen, eine Addition und eine Multiplikation definiert sind, also auf ,,zweifache
Verkniipfungsgebilde“. Wir definieren:

D14.1 Ein zweifaches Verkniipfungsgebilde (M; +; -) heifit ein ,,kommutativer Korper*
genau dann, wenn gilt:
das Gebilde (M; +) ist eine kommutative Gruppe;
das Gebilde (M*?; -) ist eine kommutative Gruppe;
fiir alle a, b, ceM gilt: a-(b+c¢)=a-b+a - c (Distributivgesetz).

Beispiele fiir kommutative Korper sind insbesondere die zweifachen Verkniipfungsgebilde
(Q; +; ) und (R; +; ).

4. Die bei Vektoren und bei Funktionen vorliegende Situation ist insofern noch komplexer,
als hierbei nicht nur zwei Verkniipfungen (die Vektorenaddition und die S-Multiplikation),
sondern dariiber hinaus auch zwei Mengen eine Rolle spielen: die Menge V der ,,Vektoren
und die Menge R der reellen Zahlen. Wir definieren:

D14.2 Eine Menge V, fiir deren Elemente eine Addition und eine S-Multiplikation mit
reellen Zahlen definiert sind, heifit ein ,,Vektorraum iiber dem Korper der reellen
Zahlen genau dann, wenn gilt:

Das Gebilde (V; +) ist eine kommutative Gruppe.

S, : Fiir alle r, seR und alle aeV gilt: r(sa) =(rs)a.
S,: Fiir alle r, seR und alle 2V gilt: (r +s)a=ra +sa.
S,: Fiir alle re R und alle 3, beV gilt: r(@ +b)=r3a +rb.
S,: Fiir alle deV gilt: 1a=13.

Einer Erlduterung bedarf insbesondere das Gesetz S,, weil dessen Giiltigkeit selbstverstind-
lich erscheint. Es ist aber ndtig, um unerwiinschte Sonderfdlle auszuschlieBen. Man konnte
sonst eine S-Multiplikation z. B. folgendermaBen definieren:

fiir alle reR und alle @V gilt: ra=0.

Dann wiren — wie man leicht nachpriift — die Gesetze S, S, und S; erfiillt. Diese —
unerwiinschte — Moglichkeit wird durch Aussage von S, ausgeschlossen.
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AuBerdem wird dieses Gesetz beim Beweis fiir den Satz r&8=0 = r=0 v 2=0 bendtigt:
1) Ist r=0, so gilt auch r=0 v 7=0.

1
2) Ist r=+0, so existiert der Kehrwert — und man kann schlieen:
T
- = 1 1 e e
ra=0 = —(ra)= (~r> a=1a=0.
r T

Um an dieser Stelle auf a=0 schlieBen zu konnen, benotigt man die Aussage S,. Weitere
Beispiele fiir Vektorraume sind Gegenstand der Aufgaben 2 bis 8.

4. Aus den in Definition D14.2 aufgefiihrten Gesetzen kann man die Giiltigkeit aller
weiteren Sitze herleiten, die wir in §2 und in §3 bereits bewiesen haben.

Wir setzen diese Sdtze daher auch im folgenden fiir beliebige Vektorrdume als giiltig voraus.
Dariiber hinaus werden auch die Begriffe der linearen Abhiingigkeit bzw. Unabhéngigkeit in
jedem Vektorraum so definiert, wie es oben in Definition D4.2 (auf Seite 48) geschehen ist.
Auch die fiir diese Begriffe hergeleiteten Sdtze gelten in jedem Vektorraum und werden
daher im folgenden als giiltig vorausgesetzt (Aufgabe 10 bis 13).

Ubungen und Aufgaben

1. Zeige, daB fiir die im Lehrtext auf Seite 267 erkldarte Addition von Funktionen die
Gesetze K, A, N und I gelten!

2. Auf der Menge C=R xR aller reellen Zahlenpaare seien eine Addition und eine
Multiplikation mit reellen Zahlen definiert:

(a]b)+(c|d)=(a+c|b+d) und r(alb)=(ralrb).

a) Zeige, daB das Gebilde (C; +) eine kommutative Gruppe ist!
b) Zeige, daB die Menge C mit der angegebenen Addition und Multiplikation ein
Vektorraum ist!

b
Zahlen wie angegeben definiert. Untersuche, ob M mit diesen Verkniipfungen ein Vek-
torraum ist!

0 )l -ra) e e G)= ()

3. Auf der Menge M={(a)

a, be]R} sei eine Addition und eine Multiplikation mit reellen

v )l =Grd e o()-Co)
o ()=l e e ()= ()
0 (()+ ()=Gret) me o 6)-Cotno)
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4.

10.

Auf der Menge aller 2 x 2-Matrizen sei eine Addition und eine Multiplikation mit reellen
Zahlen definiert durch:

(a b)+(e f) (a+e b+f) d (a b) (ra rb)
= un = .
c d g h c+g d+h e da rc rd

Untersuche, ob M mit diesen Verkniipfungen ein Vektorraum ist!

. Auf der Menge P aller ganzrationalen Funktionen, deren Grad kleiner oder gleich

n mit nelN ist, sei eine Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen definiert,
wie es im Lehrtext unter 1. fiir Funktionen erldutert ist.

a) Gib drei Elemente f, g und h aus B, an und bestimme f+g, 2f—g und 3f+1,5g—5h!
b) Zeige, dall P, mit den angegebenen Verkniipfungen ein Vektorraum ist!

. Auf der Menge S aller reellen Zahlenfolgen sei eine Addition und eine Multiplikation

mit reellen Zahlen definiert durch:
a,y+<b,>=<c,> < FiiralleneN gilt: a_,+b,=c_;
r{a,y=<b,> < Fiir alle neN gilt: ra,=b,.

a) Gib drei Elemente <a,», <b,> und <c,> aus F an und bestimme <a,>+<{b,>;
by +4e,>; <ap) +<,); 3¢a,); 0,5¢b,> und (—1)<c,>!

b) Zeige, daB S mit den angegebenen Verkniipfungen ein Vektorraum ist!

¢) Untersuche, ob die Menge N aller Nullfolgen (die Menge Z aller Folgen, die den
Grenzwert 2 haben) mit den angegebenen Verkniipfungen ein Vektorraum ist!

. a) Zeige, daB die Sinusfunktion sin fiir alle xe R die Gleichung f(x)+{"(x)=0 erfiillt!

b) Bestimme durch Probieren zwei weitere zweimal differenzierbare Funktionen, die
ebenfalls fiir alle xeR die angegebene Gleichung erfiillen!

c) Zeige, da die Menge aller Funktionen, die fiir alle xeR diese Gleichung erfiillen —
mit dem im Lehrtext unter 1. angegebenen Verkniipfungen — ein Vektorraum ist!

. Untersuche, ob man auf der Menge aller Geraden einer Ebene eine Addition und eine

Multiplikation mit reellen Zahlen so definieren kann, daf man einen Vektorraum erhilt!

Anleitung: Benutze, daB sich jede Gerade der Ebene durch eine Gleichung der Form
ax+by+c=0 darstellen 1a8t! Sei vorsichtig!

. Zeige, daB in jedem reellen Vektorraum die folgenden Beziehungen gelten!
a) r0=0 b) 08=0 ¢) (-n@=—(rd)
d) ra=sa Aad+0 = r=s e) ri=rb Ar+0 = a=b

C sei der in Aufgabe 2 behandelte Vektorraum.

a) Untersuche, ob der Vektor (1| —1) aus den Vektoren (2|0) und (1]|2) (aus den Vekto-
ren (213) und (—2| —6)) linear erzeugbar ist!

b) Gib zwei Vektoren aus C an, die voneinander linear unabhdngig sind, und zwei, die
voneinander linear abhdngig sind!

¢) Zeige, daB in C je drei Vektoren stets linear abhingig sind!
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11. Untersuche, ob im Vektorraum aller 2 x2-Matrizen (vgl. Aufgabe 4!) die folgenden

Vektoren linear abhdngig sind!
1 1\ /1 0 -6 8 3 -4 12y /3 1\ (1 2
o) (0 1)’(1 1) b)( 4 —2)’(—1 1) @ (3 4)’(4 2)’(3 3)
1 2\ [(—4 —4\ (6 7 I 1y (0 0\ (1 0y (0 1
Pt F{ VR TR N P Y e L e L
3 4/°\-2-1/"\8 9 0 0/°\1 1/7\1 0/°\0 1
12. P, sei der Vektorraum aller ganzrationalen Funktionen, deren Grad kleiner oder gleich n
ist (vgl. Aufgabe 5!).
a) Gib fiinf Vektoren aus P, an!

b) Untersuche, ob die durch die folgenden Terme gegebenen Vektoren des P, voneinan-
der linear abhingig sind!

f0=1; g)=x+2; h()=x>—3; jx)=x—x+4
¢) Untersuche, ob die durch die folgenden Terme gegebenen Vektoren des P, voneinan-
der linear unabhédngig sind!
f(x)=1-x; gx)=1+x; hEx)=1-x% jx)=x>-1
13. S sei der Vektorraum aller Zahlenfolgen (vgl. Aufgabe 6!).
a) Untersuche, ob die folgenden Vektoren aus S voneinander linear abhédngig sind!

{0 {o+ 13, <o%3; {0 =2n4-1)
b) Ermittle drei linear unabhéngige Vektoren, aus denen der Vektor {(n) (der Vektor

1
<—>) linear erzeugbar ist!
n

¢) Ermittle drei linear unabhdngige Vektoren aus S! Was kann man vermuten iiber die
Hochstzahl von linear unabhédngigen Vektoren, die man S entnehmen kann?

Il Der Begriff des Erzeugnisses von Vektoren

1. In den Paragraphen 6, 7 und 13 haben wir uns bereits mit linearen Gleichungssystemen
beschiftigt. Ein solches Gleichungssystem von m Gleichungen mit n Variablen

a X ta X+ ta X, =1
Ay Xy +a,, X+ ... +a, X =1,
amlxl+am2x2+"'+amnxn:rn

1aBt sich als Vektorgleichung schreiben, wenn man die Zahlen a;, und 1, zu Spaltenvektoren
zusammenfaBt:

a4 a3 a5 I
7 sy e 455 = GO > | I
a;=| S5 a= T s a=| und T=| .

Am1 Am2, Amn I'm

Die Vektorgleichung lautet dann: x,a; +X,8,+...+X,&,=T.
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Die Frage nach den Losungen dieser Gleichung 148t sich folgendermaBen formulieren.
Gehort der Vektor T zur Menge der Vektoren, die sich aus den Vektoren @,, @,, ..., &, linear
erzeugen lassen? Diese Frage gibt uns Veranlassung, dieser Menge einen Namen zu geben.
Wir definieren:

D14.3 Die Menge aller Linearkombinationen von n Vektoren %, a,, ..., a, eines Vektor-
raumes V heifit das ,,Erzeugnis* dieser Vektoren; sie wird mit ,,(a,, a,, ..., 2,y
bezeichnet. Es gilt also:

- - - e — — —
{a;,2,,...,8,) =p. {X|X=c,a, +¢,3, +... +¢,a, A ¢, C5,..., ¢, €R}.

2. Wir behandeln einige Beispiele:
1) Das Erzeugnis () eines ebenen oder rdumlichen Vektors a0 ist die Menge aller mit &
kollinearen Vektoren.

2) Das Erzeugnis <@,,d,) zweier linear abhiingiger ebener oder rdumlicher Vektoren 2,2,
ist ebenfalls die Menge aller mit &, (bzw. mit @,) kollinearen Vektoren. Begriinde dies
(Aufgabe 2a)!

3) Das Erzeugnis (d,,d,) zweier linear unabhingiger ebener oder riumlicher Vektoren @,
und @, ist die Menge aller mit @, und @, komplanaren Vektoren.

4) Das Erzeugnis <@, d,,d,) dreier linear unabhingiger rdumlicher Vektoren 2,, 2, und @,

ist die Menge V; aller rdumlichen Vektoren. D) sl )
5) Zu bestimmen ist das Erzeugnis der Vektoren @, = 1]; d@,=(—-1| und a,=|5].
3 4 1
-2 —4 —6+38 2
Es gilt: 33, +(—2)a,=3| 1|-2|—1|=| 3+2]|=|5|=8a5; die Vektoren a,, @, und a5
3 4 9-8 1

sind also voneinander linear abhidngig. Daher ist {@,,d,,d;) die Menge aller mit @, und 3,
komplanaren Vektoren.

6) Gegeben seien die Funktionen f, f;, f, zu f,(x)=1; f,(x)=x und f,(x)=x% Das Er-
zeugnis (fy, f,, f,> ist die Menge aller Funktionen f, die durch einen Term der Form
f(x)=a,+a,x+a,x* erfaBt werden (Aufgabe 3a).

Beachte, daB3 zu (f,, f,, f,) auch alle linearen und alle konstanten Funktionen gehoren!

7) Das Erzeugnis <{f3, f,, f5> der Funktionen zu f,(x)=3; f,(x)=1—2x und fs(x)=3+ 5x —x>
ist ebenfalls die Menge aller Funktionen f, die durch einen Term der Form f(x)=a,+a, x +a,x>
erfaBt werden (Aufgabe 3b).

3. Unser Ziel ist es, nachzuweisen, daf3 das Erzeugnis endlich vieler Vektoren eines Vektor-
raumes V ebenfalls einen Vektorraum bildet. In der Regel wird es sich dabei nicht um den
vollstdndigen Vektorraum V, sondern um eine Teilmenge von V, um einen sogenannten
,, Untervektorraum von V¢ handeln. Wir definieren:

D14.4 Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraumes V heifit ein ,, Untervektorraum
von V* genau dann, wenn U mit den fiir V erklirten Verkniipfungen der Addition
und der S-Multiplikation wiederum einen Vektorraum bildet.
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Beispiele:

. - (0 . . .
1) Die Menge aller Vektoren a= ( ) mit ae R bildet einen Untervektorraum zum Vektor-
a

raum V, (Aufgabe 6). 5
1

2) Die Menge aller Vektoren 2=|a,| mit a,,a,€R bilden einen Untervektorraum zum
Vektorraum V, (Aufgabe 7a). 0

4. Damit eine Teilmenge U eines Vektorraumes V ein Untervektorraum von V ist, muBl
zunichst einmal gelten, daB mit zwei Elementen &, beU auch die Summe @+b zu U gehort
und daB mit jedem Element 2eU fiir jede reelle Zahl r auch r@ zu U gehdrt. Man spricht bei
diesen Eigenschaften einer Menge U von der ,,Abgeschlossenheit* beziiglich der Vektoraddi-
tion und beziiglich der S-Multiplikation.

Bemerkenswert ist nun, da3 es bei der Frage, ob ein Untervektorraum vorliegt, geniigt, zu
iberpriifen, ob U beziiglich der Vektoraddition und S-Multiplikation abgeschlossen ist. Sind
diese beiden Bedingungen erfiillt, so gelten in U auch alle anderen Vektorraumeigenschaften,
weil sie im gegebenen Vektorraum V gelten.

Wir halten diesen Sachverhalt im folgenden Satz, dem ,,Untervektorraumkriterium fest:

S14.1 Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraums V ist schon dann ein Untervektor-
raum von V, wenn
1) fiir alle &, be U auch gilt @ +be U und
2) fiir alle 2 U und alle re R auch gilt rae U.

Beweis: Sind die Abgeschlossenheitsbedingungen 1) und 2) erfiillt, so gelten die Gesetze K,
A, S,, S,, S; und S,, weil sie in V gelten, selbstverstdndlich auch in U. Es ist aber nicht von
vorneherein gesagt, daB3 das neutrale Element der Vektoraddition und mit jedem Element
2eU auch das inverse Element —a zu U gehort. Es ist also zu zeigen, daB in U auch die
Gesetze N und I gelten.

Zu N: Fiir einen beliebigen Vektor @ U gilt nach 2) wegen 0&=0 auch 0e U; also gehort
auch der Nullvektor zu U.

Zu I: Fir jeden Vektor ae U gilt nach 2) wegen (—1)a= —3 auch —aeU; also gehdrt mit
jedem Vektor @ auch der Gegenvektor —2 zu U.

Dabher ist U ebenfalls ein Vektorraum iiber R, g.e.d.

5. Nun konnen wir zeigen:

S14.2 Fiir beliebige Vektoren a,, a,, ..., 3, eines Vektorraums V ist das Erzeugnis
E=(4d,, 3, ..., a,) ein Untervektorraum von V.

Beweis: Wir zeigen, da die Bedingungen von Satz S14.1 erfiillt sind.
Zu 1): Es sei @, beE, also a=r1,, +...+1,3, und b=s, &, +... +s,4,; daraus folgt:
B+b=(r,+5,)&, +... + (5, +3,)3,, also &+ beE.

Zu 2): Es sei d€E, also 2=r1,d, +... +1,8,; daraus folgt fiir jede Zahl reR:

—

ra=(rr,)@ +...+(rr,)a,, also auch raeE, q.e.d.
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Ubungen und Aufgaben

1. Bestimme das Erzeugnis der angegebenen Vektoren!

L L B P S T e B

1\ /3 N 2\ /3 —1 0 1\ /0
d) [0];]0 e) 12]:13];:]1 f) of;(—-1]1; 0f;11

3/ \1 3/ \1) \2 | o/ \=1/ \o

8\ /32 N /1N /1 N /1 N /1

4\ [ s N1\ [1 o (a)[s)[ 4)\[ s
B, F 2 W1 FlofLs Dlollofl of27

i1/ \ o5 o/ \1/ \1 o/ \o/ \16/ \e4

2. a) Zeige, daB das Erzeugnis von zwei linear abhiingigen Vektoren @, und @, die Menge
aller mit @, kollinearen Vektoren ist!
b) Formuliere und begriinde eine entsprechende Aussage fiir drei linear abhingige
Vektoren a,, @, und @,!

3. a) Zeige: Das Erzeugnis (f,,f,f,> der Funktionen zu f,(x)=1; f;(x)=x und f,(x)=x?
ist die Menge P, aller ganzrationalen Funktionen, deren Grad kleiner oder gleich 2 ist!
b) Zeige, daBl das Erzeugnis {f;, f,, f;> der Funktionen zu f5(x)=3; f,(x)=1-2x und
f5(x)=3+5x—x? ebenfalls B, ist!

4. Bestimme das Erzeugnis der Funktionen zu den angegebenen Termen!
a) [(x=1 f,x)=x* f3x=x°
b) f,(x)=x; [,X)=1—x; f(x)=1+x>
o L®=1; LE=x* fx)=x*
d f,x)=x; LE=x+x3 LE=x+x>+x>

5. a) Zeige: Gilt (@, b,c>=(a,b), so sind die Vektoren @ b und ¢ voneinander linear
abhingig.
b) Untersuche, welche Folgerung iiber @, b und € aus <@, b, =¢d,® gezogen werden
kann! Begriinde deine Aussage ausfiihrlich!

- (0 . .
6. Zeige, daBl die Menge aller Vektoren a:( ) mit aelR einen Untervektorraum des
: a
Vektorraumes V, bildet!

a,
7. a) Zeige, daBl die Menge A aller Vektoren 5’:(;12) mit a,,a,eR einen Untervektor-
raum des Vektorraumes V; bildet! 0 0
b) Zeige, daBl auch die Menge B aller Vektoren E:(bl) mit b,,b,eR einen Unter-
vektorraum von V; bildet! b,
¢) Untersuche, ob die Menge A UB einen Untervektorraum von V; bildet!
d) Untersuche, ob die Menge AN B einen Untervektorraum von V; bildet!
e) Interpretiere deine Ergebnisse aus a), b), ¢) und d) geometrisch!
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8.

10.

11.

12.

Untersuche, ob die Menge U einen Untervektorraum des V, bildet? Gib gegebenenfalls
eine geometrische Interpretation dieses Sachverhaltes!

Xy Xy Xy

a) U= x,]x;=1p b) U={[x,]|x;=%x5p ¢) U={|x,||x;,—%x,+x3=0
X3 X3 X3
. X1

d) U=1¢[x,}|5x; —7x3+35=0 e) U={|x,]|2x,-5x,=0v 7x,+x,=0
X3 X3
Xy Xy

f) U=<{[x,)[%x;-x,-%x3=0 g) U=J1x,][2x,—5%x,=0 A 7x,+x;=0
X3 X3

. Es sei @ ein Vektor des V.

a) Zeige, daB die Menge U={XeV,||X—&|=|X+d|} einen Untervektorraum des V,
bildet!
b) Begriinde die Aussage von a) geometrisch!

a) U sei ein Untervektorraum des Vektorraumes V,, und es gelte §+U=+V,. Zeige,
daB U geometrisch als Ursprungsgerade gedeutet werden kann!

b) Formuliere und beweise einen entsprechenden Satz fiir die Untervektorrdume des
Vektorraumes V,!

a) Zeige, daB die Menge aller auf R stetigen Funktionen einen Untervektorraum des
Vektorraumes F aller auf R definierten Funktionen bildet!
b) Gib zwei weitere Untervektorrdume von F an!

Gib jeweils zwei Untervektorrdume an zum Vektorraum

a) P, aller ganzrationalen Funktionen vom Gerade kleiner oder gleich n;
b) P aller ganzrationalen Funktionen;

¢) K aller konvergenten Folgen;

d) B aller beschriankten Folgen;

e) M aller 2 x 2-Matrizen!

Basis und Dimension eines Vektorraums

1. Die Definition D 14.3 besagt, daB man jeden Vektor b, der zum Erzeugnis (&,, @, ..., 3,
von k Vektoren @,, a,, ..., &, gehort, aus diesen Vektoren linear erzeugen kann. Wir
definieren:

D145 Eine Menge {a,, a,, ..., a,} heifit ein ,,Erzeugendensystem eines Vektorraums V¢

genau dann, wenn gilt:
— — —
{a;, 23, ..., A )=V,

o - .
wenn also jeder Vektor beV aus den Vektoren 3,, @, ..., 4, erzeugbar ist.
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Beachte, daB3 es nicht zu jedem Vektorraum V ein solches endliches Erzeugendensystem gibt!
Zum Beispiel besitzt der Vektorraum aller Polynome kein endliches Erzeugendensystem
(Aufgabe 9).
Beispiele:
' - _ - o _ (1
1) Jeder ebene Vektor (beV,) ldBt sich aus den Vektoren a1=(0> und a,= (1) linear

.= (by\ . o = 1
erzeugen. Ist ndmlich b= (bl) ein solcher Vektor, so ergibt sich aus b=r, (0) +ry (1
2

), also
1

b,=r,+1, A b,=r, unmittelbar: r,=b, und r, =b, —b,.

| 1\ (by—b,+b,\ (b\ =
Probe: (b, =bs) (o)+b2 (1)=(1 b, 2):(bl):b'
2 2

Also ist die Menge {d,,d,} ein Erzeugendensystem des Vektorraums V,.
- ; 5 5
2) Jeder ebene Vektor (beV,) laBt sich auch aus den drei Vektoren @, = (1); ay= ( 1) und
o [0\ .. - (b : B
ay= (1) linear erzeugen. Ist b= (bl)’ so gilt z.B.

2

b1+b1
b, (1 bl( 1) (0) 22 (bl) "
-1 -1 b = = =b.
2 (1)+2 _1) P2y b, b1+b b,

2 27

Also ist auch {2,, @,, a,} ein Erzeugendensystem des Vektorraums V,. Allerdings ist die
Darstellung eines Vektors beV, in diesem Fall nicht eindeutig.
Eine andere Moglichkeit ist z.B.

2b, (i) H=hy) (—i) b=ty (?) - (2b1+2bbll+—bb:—3b1) - (E:) =b.

Der Grund hierfiir ist, da} die Vektoren @,, @, und @, linear abhéngig sind.
1y 0
3) Jeder rdumliche Vektor (beV,) 14Bt sich aus den Vektoren a,=(1|; @,=|1]| und

0 1 1
ay= O) linear erzeugen. Der Nachweis hierfiir soll in Aufgabe 1a) erbracht werden. Also
1

ist {d,, @,, a5} ein Erzeugendensystem des Vektorraums V.

2. Wie das zweite Beispiel zeigt, kann es sein, daB die Vektoren eines Erzeugendensystems
eines Vektorraums V linear abhdngig sind. Da sich in einem solchen Fall wenigstens einer
der Vektoren aus den anderen linear erzeugen ldBt, kann man das Erzeugendensystem um
diesen Vektor reduzieren, ohne da die Eigenschaft, ein Erzeugendensystem zu sein, dabei
verloren geht.

Es gilt der Satz:

S14.3 LBt man aus einem Erzeugendensystem {a,, a,, ..., a,} eines Vektorraums V
einen Vektor weg, der sich aus den iibrigen erzeugen liBt, so bildet die Menge der
restlichen Vektoren ebenfalls ein Erzeugendensystem von V.
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Beweis: Es sei z.B. der Vektor @, aus den Vektoren 2, @,, ..., 8, _, erzeugbar:
d, =18, +0,8,+...+G_ 8 _;.
Ist b ein beliebiger Vektor aus V, gilt also
l_))=S1€{1 +8585+ e+ 8 1 B T8y,
so ergibt sich durch Einsetzen der Darstellung fiir @, :
b=s,8,+5,8, ... +5_ 18+ T+ AT B )
=(8; +8, 1) 8y + (5, + 84T By + o+ (S 1 +8 G 1)y,

d.h. b ist auch aus @,, @,, ..., 8, _, erzeugbar.
Entsprechend kann man mit jedem anderen Vektor @, verfahren, der aus den restlichen
erzeugbar ist, q.e.d.

3. Wenn ein Vektorraum V ein endliches Erzeugendensystem besitzt, so 148t sich dieses auf
die geschilderte Weise soweit reduzieren, daB die Vektoren des verbleibenden Erzeugenden-
system linear unabhingig sind. Wir sehen dabei allerdings von dem (trivialen) Sonderfall des
Vektorraums ab, der nur aus dem Nullvektor besteht, dem sogenannten ,,Nullraum® {6}.
Wir definieren:

D14.6 Ein aus linear unabhiingigen Vektoren 3, @, ..., a, bestehendes Erzeugendensy-
stem eines Vektorraums V heifit eine ,,Basis von V¢,

Bemerkung: Aus dieser Definition folgt nicht, daB jeder Vektorraum V eine solche endliche
Basis besitzt. Ein Gegenbeispiel ist der Vektorraum der Polynome (Aufgabe 9).

Beispiele:
1 0\ .. . . _
1) Die Vektoren &, = (0) und &, = (1) bilden eine Basis des Vektorraums V,; denn sie sind

linear unabhiingig und {a,; a,} ist ein Erzeugendensystem von V,.
1 1
2) Auch die Vektoren ﬁ'l:(l) und 52=( 2) bilden eine Basis des Vektorraums V,
(Aufgabe 2a). N
1 1 0
3) Die Vektoren @,=(1]; @,=(0| und @,=| 1] bilden eine Basis des Vektorraums V,
0

(Aufgabe 1b). 1 1

4. Nach den vorstehenden Uberlegungen ist klar, daB eine Basis keine ,,iiberfliissigen®
Vektoren mehr enthilt.
Es gilt der Satz

S144 Wenn aus einer Basis eines Vektorraumes V ein Vektor weggelassen wird, so
bilden die restlichen Vektoren kein Erzeugendensystem von V.

Der Beweis soll in Aufgabe 10a gefiihrt werden.
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5. Aus Definition D 14.6 folgt nun unmittelbar die Giiltigkeit des Satzes

S145 Ist {@,, a,, ..., 4,} eine Basis eines Vektorraums V, so ist jeder Vektor beV aus
den Basisvektoren nur auf eine Weise erzeugbar: b=r, a, +r,a, +... +r,4,.

Der Beweis soll in Aufgabe 10c gefiihrt werden.

Falls V nicht der Nullraum ist, gilt auch die Umkehrung von Satz S14.5:

S14.6 Falls V nicht der Nullraum {6} ist und jeder Vektor beV aus den Vektoren a,
4y, ..., 4, auf genau eine Weise erzeugbar ist, stellt {a,, a,, ..., a,} eine Basis des
Vektorraums V dar.

Beweis: DaB {@,, @,, ..., &,} ein Erzeugendensystem von V ist, ergibt sich unmittelbar aus
der Voraussetzung, daB jeder Vektor beV aus den Vektoren @, @,, ..., &, erzeugt werden
kann. Es bleibt nur zu zeigen, daBl die Vektoren a,, @,, ..., &, linear unabhingig sind.
Wir nehmen an, dies sei nicht der Fall. Dann miiBte es einen Vektor @, (i=1, 2, ..., n) geben
z.B. den Vektor @, der aus den iibrigen erzeugbar ist:
d,=c,8,+c,a,+...+C,_,8,_;.
Da auBerdem gilt:

a,=0a,+02a,+...+0a,_,+4,,

wire der Vektor @, im Widerspruch zur Voraussetzung auf mehrfache Weise aus @, @5, ..., a,
erzeugbar, g.e.d.

Beachte, daB3 der Vektor @, ein Vektor aus V ist, daB also auch von ihm vorausgesetzt ist,
daB er aus den Vektoren @, a,, ..., &, auf genau eine Weise erzeugbar ist!

5. In §4 haben wir begriindet, dal der Raum R, von zwei, der Raum R, von drei linear
unabhédngigen Vektoren aufgespannt wird. Jede Basis des Raumes R, hat also zwei, jede
Basis des R; drei Vektoren.

Man kann daher folgendes vermuten: wenn ein Vektorraum V zwei endliche Basen B, und
B, besitzt, dann enthalten beide Basen gleichviele Vektoren. Es ist unser Ziel diesen wichti-
gen Satz zu beweisen.

Wir iiberlegen dazu zundchst, wie man aus einer Basis B, eines Vektorraums eine andere
Basis B, konstruieren kann. | 0

Wir kénnen z.B. in der Basis {d,,d,} des V,, die aus den Vektoren @, = (O) und &, = (1)

besteht, den Vektor @, durch jeden Vektor b ersetzen, zu dessen Erzeugung der Vektor a,
bendtigt wird, also z.B. durch den Vektor

- 4 1 0 If
b=a,+2a,= (O)+2 (1)= (2)

Es ist leicht zu zelgen daBl dann auch {al,b} eine Basis des R, ist, daB} also jeder Vektor
CeV, aus @, und b erzeugbar ist: €=r,7,+1,b.
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L /(3
Zum Beispiel gilt fiir den Vektor ¢= (2) y ‘ \
(Bild 14.1): 1
= 1 1 2+1 3 ! /
e-22,+8=2 o)+ ()= (1) = ) | "
' 0o/ 7272/ 72 A w7
B A8/ e \
Dagegen wire {Z,,b,} mit \ | /
) a, ‘
b1=2a1+0a2=( ) ‘ 1 y
0 a "7
keine Basis des Vektorraums V,. Begriinde Bild 14.1

dies (Aufgabe 11a)!
Allgemein gilt der wichtige ,,Austauschsatz von Steinitz*:

S14.7 Ist {d,, a,, ..., a,} eine Basis eines Vektorraums V und gilt fiir einen Vektor
beV: b=ra,+... +ra,+... +r,a, mit 15 0,

e =¥ . .
so ist auch {a,...,a,_, b, 8, ,, ..., 3,} eine Basis von V.

Wir fiihren den Beweis fiir den Fall, daB k=1 und somit r, +0 ist. Alle anderen Faille sind
entsprechend zu behandeln. Man kann alle anderen Fille auch auf den hier behandelten
durch Umbenennung der Basisvektoren zuriickfiihren.

Wir haben zu zeigen, daB3 die neuen Vektoren

1) linear unabhéngig sind und

2) ein Erzeugendensystem von V bilden, daB also jeder Vektor CeV aus ihnen
erzeugt werden kann.

Zu 1): Es sei slg+sz?1’2+ +sn3n=6; wir haben zu zeigen, dafl dann s; =s,=...=s =0 ist.
Nun gilt: .
$;(t, @, +...+1,3,)+s,d,+...+5,8,=0

= (5118, + (5,1 +89) 8y + oo (541, 4502, =0.
Weil die Vektoren a,, a,, ..., 4, linear unabhingig sind, muB gelten:

S, =0 As;1,4+8,=0A ... As;1,+s,=0.
Nach Voraussetzung ist ferner r; £0; somit ergibt sich: s,=s,=...=5,=0,
d.h. B, ,, ..., a, sind linear unabhingig.
Zu 2): Wegen r; 0 gilt: 0

2 — — — P i — —
b=r,a,+r,a,+...+r,a, = a1=r—(b~r2a2—...—rnan).
1

Es sei nun ¢ ein beliebiger Vektor aus V, also: C=t,a, +t,a,+...+1t,a,.

Durch Einsetzen ergibt sich:

o b — - 5
¢=L(b—r1,a8,—...—1,8)+1,3,+... +1,7,
I

by o B % B %es
=—b+(t ———r)a +...+(t ——r )a,,
r1 2 r1 2 2 n r1 n n

. =
d.h. Cist aus b, @5, ..., &, erzeugbar, g.e.d.
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6. Nunmehr konnen wir beweisen

S14.8 Ist A={3d,, a,, ..., a,} eine Basis eines Vektorraums V und besteht eine Menge
B={b,,b,,...,b,} aus linear unabhiingigen Vektoren von V, so ist m=n.

Beweis: Wir nehmen — entgegen der Behauptung — an, es sei m>n. Wir wollen einen
Widerspruch dadurch konstruieren, dafl wir die Vektoren von A nach Satz S14.7 der Reihe
nach durch die Vektoren von B ersetzen. Es ergibt sich dann, daf3 die Vektoren von B —
entgegen der Voraussetzung — nicht linear unabhingig sein konnen.

1) Fiir den Vektor b, gilt: b,=1,8, + 1,8, +...+1,3,.

Dabei ist wenigstens eine der Zahlen 1y, 1,, ..., r, von 0 verschieden, weil sonst El =0 und die
Vektoren von B nicht linear unabhingig wiren. Es sei r; 0. (Alle anderen Fille konnen
entsprechend behandelt oder durch Umbenennung der Vektoren auf diesen Fall zuriickge-

fiihrt werden.) Dann ist nach Satz S14.7 auch {b,,3,, ..., @,} eine Basis von V.

2) Fiir den Vektor b, gilt dann: b,=s,b,+s,3,+...+s,,. Wire s,=s;=...=s,=0, so
wire b, =s, b;; die Vektoren von B wiren dann nicht linear unabhingig. Ist z.B. s, +0, dann
ist nach Satz S14.7 auch {b,, b,, &, ..., &,} eine Basis von V.

(Alle anderen Fille, z.B. s;+0, sind entsprechend zu behandeln oder durch Umbenennung
der Vektoren auf den behandelten Fall zuriickzufiihren.)

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens konnen wir Schritt fiir Schritt jeweils einen weiteren
Vektor von A durch einen solchen aus B ersetzen. Im vorletzten Schritt ergibt sich, daB3 z.B.
auch {Bl, Bz, s Bn~1’ a,} eine Basis von V ist. Dann gilt fiir den Vektor Bn:

Bn=u1b1+4..+un_1bn_1+un§n,

Wire u,=0, so kdnnte Bn aus Bl, Bz, o Bn_l erzeugt werden; die Vektoren von B wiren
also nicht linear unabhéngig; also ist u,+0 und nach Satz 14.7 auch {gl, Bz, Bn} eine
Basis von V. '

Dann ist wegen m>n der Vektor gm aus gl, Bz, vy Bn erzeugbar:

Bm=vlgl+vzgz+...+vngn;

die Vektoren von B wiren also nicht linear unabhidngig. Damit ist der Widerspruch
konstruiert, g.e.d.

7. Aus Satz S14.8 ergibt sich nun unmittelbar die Giiltigkeit des Satzes

S149 Sind A={3a,, 3,, ..., a,} und B={B,, Bz, ..., b} zwei Basen eines Vektorraums
V, so ist n=m.

Beweis: Da jede Basis aus linear unabhingigen Vektoren besteht, muB nach Satz S14.8
sowohl m <n als auch n>m sein; also ist n=m, q.e.d.
Aufgrund von Satz S14.9 definieren wir:

D14.7 Besitzt ein Vektorraum V eine endliche Basis, so heifit die allen Basen von V
gemeinsame Anzahl n von Vektoren die ,,Dimension von V¢, in Zeichen ,,dimV*.
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Beispiele:
. . . n (0 . .
1) Eine Basis des Vektorraums V, ist 0); (1 ; daher gilt: dimV,=2.
1 0 0
2) Eine Basis des Vektorraums V3 ist [ O ]; | 1];(0]}; daher gilt: dimV,=3.
0 0 1
3) Entsprechend gilt fiir den Vektorraum V,: dimV_=n.

Bemerkung: Mit Hilfe des Begriffs der Dimension kann man den Inhalt von Satz S14.8 auch
folgendermallen erfassen:

S14.10 Hat ein Vektorraum V die Dimension n, so kann man ihm hochstens n linear
unabhingige Vektoren entnehmen.

8. In §4 haben wir gezeigt, daBB zwei beliebige linear unabhédngige Vektoren den Raum R,,
drei beliebige linear unabhingige Vektoren den Raum R, aufspannen. Man kann daher
vermuten, daB jede Menge {@,, @5, ..., &,}, die aus n linear unabhingigen Vektoren eines n-
dimensionalen Vektorraums V besteht, eine Basis dieses Vektorraums darstellt. In der Tat
gilt der Satz

S14.11 Sind n Vektoren a,, a@,, ..., a, eines n-dimensionalen Vektorraums V linear
unabhiingig, so ist B={a,, 4,, ..., a,} eine Basis von V.

Beweis: Wir nehmen an, {@,, @, ..., a,} sei keine Basis von V. Dann miifite es einen Vektor
>
beV geben, der nicht aus a,, 85, ..., &, erzeugbar wire. Dann aber wiren die n+1 Vektoren

- = 3 g
a,a,,...,a,, beV

ebenfalls linear unabhingig. Dem Vektorraum V konnte man also mehr als n linear unab-
hdngige Vektoren entnehmen, was nach Satz S14.10 nicht moglich ist, q.e.d.

Ubungen und Aufgaben

1. Zeige, daBl die angegebenen Vektoren ein Erzeugendensystem des Vektorraums V, bilden!

1 0 0 1 1 0 1 3 2 3
a) |1]; 1); 0 b) (1 ; 0); (1) c) (2); 1); (3); 2)
1 1 1 0 1 1 3 2 1 1

2. Zeige, dal die angegebenen Vektoren eine Basis des V, bilden!

o () () w e o () e () ()
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3. Ergidnze die angegebenen Vektoren zu einer Basis des V,!

I S I L

4. Zeige, daB die angegebenen Vektoren ein Erzeugendensystem des V, bilden! Streiche
dann Vektoren so weg, daB3 die restlichen eine Basis des V; bilden. Wie viele Moglichkei-
ten zu streichen gibt es?

1 1 1 1 1 1 1 1
a) [2];(4];] 8); |16 b) (2];|3]);|4);]| 5
3 9 27 81 3 6 8 10
-1 0 1 2 3 | 1 1 0 0 0
c) O); (1) 12);13); 14 d (L) [L];10); 1 1T];1{0]; (0
1 2 3 4 6 1 0 1 1 1 0
5. Bestimme eine Basis des Vektorraums M aller 2 x 2-Matrizen (vgl. Aufgabe 4 auf Seite

2701)!

6. Zeige, dafl U ein Untervektorraum des V, ist, und ermittle eine Basis von U!

Xy Xy Xy
X X X
a) U={| "2 ||x,=0% b) U={| 2 ||x;=2x,} ¢ U={[ "2 ]|2x, —x;+2x,=0
Xq X3 X3
X, X4 Xy
Xy X4
X X
d) U={| 2 ||x, +x,=x5+x, e) U= "2 |[x,=—x, Ax3=—x,
X3 X3
X4 X4

7. a) Zeige: Sind f, eine konstante, f, eine lineare und f, eine quadratische Funktion,
so bilden f,, f; und f, eine Basis des Vektorraums P, aller ganzrationalen Funktionen
vom Grade kleiner oder gleich 2, falls f, nicht die Nullfunktion ist.

b) Untersuche, ob jede Basis des B, eine konstante, eine lineare und eine quadratische
Funktion enthilt!

8. Bestimme eine Basis des Vektorraums P aller ganzrationalen Funktionen vom Grade
kleiner oder gleich n!

9. Zeige mit einem Widerspruchsbeweis, dal der Vektorraum P aller ganzrationalen Funk-
tionen keine endliche Basis besitzt!

10. a) Beweise Satz S14.4!
b) Formuliere und beweise einen entsprechenden Satz fiir den Fall, daB zu einer Basis
eines Vektorraums V ein Vektor hinzugenommen wird!
¢) Beweise Satz S14.5!



§14, II1., IV. Zu den Umformungen des GauBverfahrens

283

11.

12.

13.

14.

15.

Iv.

1 . 0\ .. : : ; - :
a) Die Vektoren @, = und a,= bilden eine Basis des V,. Zeige: Ist beV, ein
1 0 2

Vektor mit b=r, &, +1,&, (mit r,eR und r,eR*?), so bilden auch die Vektoren @, und
b eine Basis von V,. Begriinde, daB dies fiir r, =0 nicht gilt!

1 1 0

b) Die Vektoren &, = (0) A= (O) und @;= (1) bilden eine Basis des V;. Zeige: Ist
0 1 1

beV, ein Vektor mit b=r,a, +1,a, +1,, (mit 1,, r,eR und r,eR*°), so bilden auch die

Vektoren @,, b, @, cine Basis des V.

Die Vektoren bilden eine Basis des V,. Ermittle mit Hilfe des

0 0
1 0
0 k 1 2

— O O O

1
0
ol
0 0 0
Satzes S14.7 drei weitere Basen des V!

Zeige mit Hilfe des Satzes S14.7, daBl die folgenden Vektoren eine Basis des V, bilden!

NN /N /1 N0\ 0\ /1 NN /1N /1
o\ {1\ [1) [1 V(1) [o) (o 2\ 3\ [3) [3
DloFlofli)] L I L I L W D3l lalls)ls
o/ \o/ \o/ \u o/ \o/ \t/ \2 4/ \s/ \e¢/ \7

Bestimme die Dimension der folgenden Untervektorraume des V!

-1 1 0 1 2 3 4
1 0 -1 2 3 5
a) -1l 1 0 b) 34 SKEL 6
1 0 -1 4 5 6 7
-1 1 0 5 6 7 8
1 1 1 1 X,
1 2 4 8 X5
c) LEL3EL 9Kt 27 d) X3 || X+ X, +X5+X,+X5=0
1 4 16 64 X4
1 5 25 125 Xs

Zeige, daB der Vektorraum N aller Nullfolgen (vgl. Aufgabe 6¢ Seite 270!) keine endliche
Basis besitzt!

Zu den Umformungen des GauBverfahrens

1. In den Paragraphen 6, 7 und 13 haben wir das GauBverfahren zur Bestimmung der
Losungen eines linearen Gleichungssystems besprochen und bei zahlreichen Beispielen ange-
wendet. In diesem Zusammenhang ist insbesondere die Frage offengeblieben, ob die beim
GauBverfahren durchzufilhrenden Zeilenumformungen den Rang der betreffenden Matrizen
unverdandert lassen. Mit Hilfe der Begriffe und der Sidtze, die wir in den vorhergehenden
Abschnitten dargestellt haben, konnen wir diese Frage jetzt beantworten.
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2. In Definition D 13.1 haben wir den Zeilenrang einer Matrix M definiert als die Maximal-
zahl der linear unabhingigen Zeilenvektoren der Matrix M (Seite 250). Zu einer Matrix von
m Zeilen und n Spalten

By Byg e g
M| 221 322 o 22
Aot Ao s By

gehdren die Zeilenvektoren g,=(a;,a;,,...,8;,) (firi=1,2,...,m).

»“in
Da jeder dieser Vektoren n Koordinaten besitzt, ist er ein Element des Vektorraums V_; es
gilt geV, (firi=1,2,...,m).
Das Erzeugnis <{g,, g,, ..., £, dieser Vektoren ist nach Satz S14.2 ein Vektorraum, und
zwar ein Untervektorraum des n-dimensionalen Vektorraums V,.
Dabher besitzt der von den Vektoren g,, g,, ..., g, aufgespannte Vektorraum auf jeden Fall
eine endliche Basis, also auch eine (endliche) Dimension. Gilt nun

dim (g, g, ..., &y =1 (mit r<n; r<m),

so bedeutet dies nach Satz S14.9, daB jede Basis von (g, g,, ..., £,> genau r linear
unabhdngige Vektoren enthdlt und daB nach Satz S14.10 diese Zahl r die Maximalzahl
linear unabhingiger Zeilenvektoren der Matrix angibt. Demnach stellt die Zahl r nach
Definition D 13.1 den Zeilenrang der Matrix M dar: rg, M =r. Es gilt der Satz:

S14.12 Besteht eine Matrix M aus den Zeilenvektoren g,, g,, ..., &, S0 gilt

rg,M=dim(g,, g, ..., E.)-

Beachte: Mit den vorstehenden Uberlegungen ist sichergestellt, daB es bei der Bestimmung
des Zeilenrangs einer Matrix M nicht darauf ankommt, welche Zeilenvektoren aus der
Matrix M ausgewidhlt werden, sofern diese Vektoren nur linear unabhingig sind. Mit
anderen Worten: jede Teilmenge der Menge {g,, &,, ..., &}, dic aus linear unabhiingigen
Vektoren besteht und die bei Hinzunahme jedes weiteren Zeilenvektors zu einer Menge
abhidngiger Vektoren fiihrt, enthdlt die gleiche Anzahl von Vektoren, ndmlich so viele, wie
die Dimension von (g, &,, ..., &,y angibt.

3. Wir konnen nun beweisen, dafl die Umformungen des GauBverfahrens den Zeilenrang
einer Matrix nicht dndern.

Wir formulieren diese Umformungen fiir die Zeilenvektoren der betreffenden Matrix (verglei-
che Seite 103!):

Vertauschen zweier Zeilenvektoren;
Multiplikation eines Zeilenvektors mit einer von Null verschiedenen Zahl;
Ersetzen eines Zeilenvektors durch die Summe aus diesem Vektor und einem ande-

ren Zeilenvektor.

Zu [1]: Es ist unmittelbar einsichtig, daB der Austausch zweier Zeilenvektoren die Dimension
von {g,, €5, ---, Emy, also den Zeilenrang der Matrix nicht dndert.
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Zu [2]: Wir ersetzen einen Vektor g, durch den Vektor g,/=cg, (mit c+0 und k=1, 2, ..., m).
Zu zeigen ist, daB fiir die Erzeugnisse

E=(g,.... 8 &y und E={(g,...8,....8 git: E=F"
Es sei aeE/, also d=r1,g, +... + 5,8+ ... +1,&,; dann gilt:
=18, + ... +5(CE)+ ... + LB =118+ ... +(CL) B+ ... + T e
Somit gilt auch deFE’, also E'cE.
Wegen c+0 gilt g’kzégk'; daher kann man auf die gleiche Weise auch zeigen, dal} aus beE
folgt beE’, also ECE'".
Aus E'cE und E<FE’ ergibt sich aber E=E’, q.e.d.

Zu [3]: Wir ersetzen z.B. den Vektor g, durch den Vektor g,'=g, +g, (mit k=2, 3, ..., m).
Zu zeigen ist wiederum, daB fiir die Erzeugnisse

E=<{g,,8,....E,> und E'=(g,’,g,,....E,> gilt: E=FE".

1) Es seideFE, alsod=r,g,' +1,8,+... +I,&,; dann gilt:
a=1,E, +8)+LE+... + 5B+ ... + 1B,
=08+ 58+ ..+ + L) E .+ I B

Somit gilt auch 2€E, also E'<E.

2) Ferner gilt: g/=¢,+g = g,=g/ —%&.
Es sei beE, also b=s, g, +...+5, 8+ ... +5, 8y dann gilt:
b=5,@, —B)+ ...+ B+ .. +5mBm
=8, 8, .. (5, —8,) &+ - + S B
Somit gilt auch BeE’, also ECE".
Aus E'cE und E<E’ ergibt sich auch in diesem Fall E=E'".

Genau entsprechend kann man schliefen, wenn ein anderer Zeilenvektor von M, etwa der
Vektor g;, durch eine Linearkombination der Form

g/=g+g (,k=1,2, .., m miti+k)
ersetzt wird.

Bemerkung: Man kann jeden anderen Fall auch durch Umbenennung der Zeilenvektoren auf
den hier behandelten zuriickfiihren. ‘
Somit gilt bei beiden Umformungsarten:

E=F/, also auch dimE=dimE’

und somit rg,M=rg,M’, q.e.d.
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Damit haben wir bewiesen:

S14.13 Die beim Gaufiverfahren durchzufiihrenden Zeilenumformungen lassen den Zeilen-
rang einer Matrix M unverindert.

Beachte, da3 wir beim Beweis von Satz S14.13 keinen Gebrauch gemacht haben von Sitzen,
die wir in §13 bereits unter Verwendung dieses Satzes hergeleitet haben!

Bemerkung: Bei der Durchfiihrung des Gauflverfahrens werden die Umformungsarten
und | 3| meistens zu einer Umformung zusammengefaBt nach der Gleichung

g/=ag,+bg, (mita, beR, a+0;ik=1,2,..., mundi%k).

Ist b=0, so handelt es sich um die Multiplikation der i-ten Zeile mit dem Faktor a=0, also
um eine Umformung der Art [2].
Ist a=b=1, so handelt es sich um die Addition zweier Zeilen, also um eine Umformung der

Art [3].

Man kann die beiden Teile des Beweises zusammenfassen, wenn man diese Gleichung
benutzt (Aufgabe 3).

Ubungen und Aufgaben

1. a) Zeige, daB ein lineares Gleichungssystem genau dann losbar ist, wenn der Spaltenrang
der zugehdrigen Matrix gleich dem Spaltenrang der zugehdrigen erweiterten Matrix ist!

Anleitung: Vergleiche die Dimensionen der Erzeugnisse der Spaltenvektoren dieser beiden
Matrizen!

b) Zeige, daB ein 19sbares lineares Gleichungssystem mit n Variablen genau dann eindeu-
tig 16sbar ist, wenn der Spaltenrang der zugehdrigen Matrix gleich n ist!

Anleitung: Wende den Satz S14.5 an!

2. Zeige, ohne die Sitze aus §13 zu benutzen, daB sich der Spaltenrang einer Matrix bei den
angegebenen Umformungen nicht dndert!
a) Vertauschen zweier Zeilenvektoren
b) Multiplizieren eines Zeilenvektors mit einer von Null verschiedenen Zahl
¢) Ersetzen eines Zeilenvektors durch die Summe aus diesem Vektor und einem anderen
Zeilenvektor

Anleitung: Vergleiche jeweils die Dimension der Erzeugnisse der Spaltenvektoren der
urspriinglichen und der umgeformten Matrix!

3. Fiihre den Beweis von Satz S14.13 mit Hilfe der Umformungsgleichung g;=ag, +bg, (fiir
a, beR,a=+0;1, k=1,2, ..., m und i#k)!

-
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